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摘 要：在序信息系统中引入了知识粗糙熵和粗集粗糙熵的概念，得到了它们的有关性质，并证明了二者都随着知识确定程度的 

增强而单调下降的结论，从而给出了序信息系统的信息解释。进一步通过讨论它们之间的联系说明了粗集的粗糙熵可以更精确地 

度量粗集地粗糙程度。这些结论为序信息系统的知识发现奠定了一定的理论基础。 
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l 引言 

粗糙集理论l1．是近年来发展起来的一种处理不精确性、不 

确定性和模糊知识的软计算工具，它已被成功地应用于人工智 

能、数据挖掘、模式识别与智能信息处理等领域，并越来越引起 

国际学术界的关注。经典粗糙集是以完备信息系统为研究对 

象，以等价关系(满足自反性、对称性、传递性)为基础，通过等 

价关系对论域分成互不相交的等价类，划分越细，知识越丰富， 

信息越充分。 

然而，在实际问题中有许多信息系统由于各种原因(如噪 

声、信息缺损等)并不是基于等价关系的，这就极大地限制了粗 

糙集理论的研究与应用。于是人们将等价关系放宽为相容关 

系、相似关系等等。特别地，Greco，Matarazzo和 Slowinski于 

1998年提出了基于优势关系的粗糙集研究方法(DRSA)，其主 

要是利用优势关系代替经典粗糙集中的等价关系建立序信息 

系统来考虑现实中存在的对属性值排序的问题 。而且，近年 

来这一研究也取得了可人的成果I5-91。 

另外，Shannon早在 1948年信息论中就提出了熵的概念， 

它是一个衡量系统结构不确定性的度量。许多学者发现熵的概 

念可以很好地应用到粗糙集的理论中，以反映知识的不确定 

性。其中，苗夺谦等人 讨论了知识粗糙性与信息熵之间的关 

系，证明了熵与互信息对于由知识粗糙性定义的偏序“较细”均 

是单调下降的，并证明了在无决策信息系统中，知识约简在信 

息和代数两种不同表示下是等价的，从而从信息论的角度刻画 

了粗糙集理论的本质。王国胤等人【 嗵 过比较粗糙集理论的代 

数观点和信息论观点，得到在协调决策表中两种观点下的知识 

约简是等价的。而且梁吉业等人l1]时论了不完备信息系统中的 

知识熵和粗集粗糙熵的关系，给出了不完备信息系统的知识不 

确定性度量。然而，这些研究都是在经典的等价关系的前提下 

完成的，有许多实际问题却是基于优势关系的，即系统本身是 

序信息系统。因而，非常有必要去研究序信息系统中知识熵与 

粗集粗糙熵的有关性质，以描述序信息系统中知识的不确定性。 

为此，本文在序信息系统中通过引入熵的概念，给出了序 

信息系统的知识熵有关性质，并证明了知识的粗糙熵随着知识 

确定程度的增强而单调下降的结论，从而给出了序信息系统的 

信息解释。进一步结合知识的粗糙熵与粗集的粗糙度给出了粗 

集粗糙熵的概念，证明了粗集粗糙熵也是随着知识确定程度的 

增强而单调下降的结论，进而说明了粗糙集的粗糙熵比粗糙度 

可以更精确地度量粗集的粗糙程度。这些结论为序信息系统的 
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知识发现和知识获取奠定了一定的理论基础。 

2 粗糙集与序信息系统 

信息系统有时也叫数据表或知识表示系统等，其主要是通 

过一张表来反映对象与属性之间的关系。下面先给出有关基本 

概念。 

定义1{ 称—个三元组，-( ，A，F)为一个信息系统，其中： 

是有限对象集， 协。， ⋯^}； 

A是有限属性集，A={o。，ae，⋯，％}； 

F是 与A的关系集， ： ， ≤p}， 是吼的有限 

值域。 

在 Pawlak近似空间意义下的信息系统，对每个属性集就 

决定了一个二元不可区分关系，即等价关系。然而，在实际生活 

中有许多系统并不是基于等价关系的，有不少是基于优势关系 

的，即对每个属性值域有按照递增或者递减的一个偏序关系， 

如一个班级的各科成绩情况等问题。这时就需要建立基于优势 

关系下的信息系统 ，即序信息系统。 

定义2 在一个信息系统中，如果在某个属性值域上建立 

了偏序关系，称这个属性为一个准则。当所有的属性都为准则 

时，该信息系统称为序信息系统。 

设在信息系统( ，A，，)中属性 a是一个准则 ，并且在 a的 

值域上建立的偏序关系是“≥a”0于是对于对象x,y，我们说 x>~oy 

表示 至少和Y关于准则a是一样好的，或者说 优于Y。 

不失一般性，取属性的值域为实数，即 V C_R(R表示实数 

集)。 

定义 ≥ Y为： ≥。yc：*f(x，a) y，a)。 

于是，对于属性集 BC_A， ≥ 是指 关于属性集 日中的 

所有准则都优于y。 
一 般，序信息系统本文用，>=(U，A，F)来表示。 

定义3 设，>=(U，A，F)为一序信息系统，对于BC_A，令 

R ={( ，Y)∈UxU：S(x)≥ (y)，Val∈B} 

则尺 称为序信息系统，>=( ，A，F)的优势关系。 

若记 ： 

J ={ ， }：{ uF( ) (Xiui％ x1)R )，val B} 山={ ∈ ， ∈ }={ ) ()，V ∈ } 

U／R ={ Ix ∈ 

则称 为对象 Xi的优势类， 为该序信息系统对象集关于 

属性集 日的一个分类。 

易见，优势关系有下面性质 ： 

命题 1 设 r=(U，A，F)为序信息系统 ，则下面命题成立。 

(1)尺 是 自反的和传递的，未必是对称的，因而一般不再 

是等价关系。 

(2)当BC_A时有 尺 。 

(3)N BCA时有 J 。 

(4)当 J 时有 J 。 

(5)I I l I当且仅当 a)=f(xj，o)(Vo∈A)。 

(6)对于任意的蕊∈ ，有I ≥1。 

(7) 形成了U~--d"覆盖，即：对于任意的 U，有 

≠0且U ：U。其中I·l表示集合的势。 

为了更好地反映序信息系统中知识的关系，给出下面定义。 

定义4设 ，>=(U，A，F)为一序信息系统，且 B，CGA。 

(1)如果对于任意的 U有 = ，则称分类U／R；~ 

于分类 ，并记作： = 。 

(2)如果对于任意的 有 M ，则称分类U／R；~ 

于分类 ，并记作： C_U／R~。 

(3)如果对于任意的 有 ，且对于某些Y U 

有 ≠ ，则称分类 分类真细于 ，并记作：U／R~c 

U／Rc 。 

显然由命题 1和上面的定义，对于序信息系统 r=(U，A， 

F)以及BCA，可以立即得到U／R 。 

与经典粗糙集类似，序信息系统也可以定义上下近似这一 

对算子。 

对于任意Xc_U，定义 关于优势关系下尺 的下近似和 

上近似分别为： 

尺 ( )={Xi ：Ix 1；cxl 

尺 ( )={Xi ：Ix ]2 nx#O} 
优势关系下的上、下近似也满足类似于 Pawlak近似空间 

中的许多性质，详细请参考文献[7]。 

例 1 表 1给出了一个序信息系统。 

表 1 序信息系统 ，>：(f／．A．F) 

于是，由优势关系的定义有： 

Ix1]̂= l，X2，X5，X6} Ix2]̂={ X5，X6} 

Ix3]H={ X3，X4，X5，X6} ={ X6} 

xs]A={ 5} Ix6]̂={ 6} 

进而，若记：日={o。，ae}，有 

Ix1]B= l，X2，X5，X6} Ix2]B={ 2，X5，X6} 

Ix3]口= l，X2，X3幽 ，X5，X6} 也={ X4，X5，2；6} 

也={ s} 山=恤s，X6} 

显然，由以上可知 CU／R2，即分类 要细于分类 
≥  

U／R口。 

为了叙述方便，下文在没有特别说明时信息系统都是指基 

于优势关系下的信息系统。 
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3 序信息系统中知识的粗糙熵 

在这一部分，在序信息系统中引入知识粗糙熵的概念，并 

建立了知识粗糙熵和知识粗糙性的关系。 

首先，给出序信息系统中知识粗糙熵的定义。 

定义5设Jr>=( ，A，，)为一序信息系统，且B_CA，则知识 

曰的粗糙熵定义为： 

删 = 
i=1 

嘶 · 

其中l·『为集合的势。 

例2由于上面定义，可以计算例 1的序信息系统中知识 

A=(nI，Ⅱ2，n3}的粗糙熵为 ： 

E(A)：4．1b4+3_．1b3十三．1b5+2．1b2+ ．1bl+ 一．1bl： 

． 2+ ．1b3十 ．Ib5+ ：4．390 49 
3 2 6 3 

由定义5容易看出： 

命题2设Jr>：(U，A，，)为一序信息系统，且BC_A，则下面 

命题成立。 

(1)E(B)取最大值IUI·lblUI当且仅当 ￡，／R =U。 

(2)E( 取最小值0当且仅当 = }，{ ：}，⋯， }}。 

由上面的关于知识的粗糙熵的性质可以知道在知识曰下 

不能区分论域中任意两个对象，那么知识曰的粗糙性最大，如 

果在知识曰下能够区分论域中任意的对象，那么知识曰达到 

了最精确程度，这与直观解释是完全一致的。 

定理1设Jr>=(U，A，，)为一序信息系统，且B ，B：CA。若 

U／RB 
,c Ri，则有E(B1)<E(曰2)。 

证明 由于 c ，则对于任意的 Xi U有： l 

。于是存在某个 满足l <l 。因此由命题 1和定 

义 5可得： 

i=1 

即：E(曰1)<E(曰2)。 

推论1设Jr>=(U，A，，)为一序信息系统，且曰。，B：C_A。若 

B2C
_ Bl，则有 E(B1)<E(B2)。 

由上面定理知序信息系统中知识的粗糙熵随着分辨能力 

的增强单调减少。 

定理2设Jr>=( ，A，，)为一序信息系统，且曰。，B CA。若 

V／R；=V／R；，则有E(B )=E( )。 

证明 由于 U／RB ,=U／RB ,，则对于任意的 有： = 。 

因此由定义 5立即可以得到 E(B )=E(曰：)。 

定理3设Jr>=( ，A，，)为一序信息系统，且曰 ，B。C_A。若 

U／R~, ，且E(B。)=E(曰 )，则有 = 。 
证明 由于 E(B．) (曰：)，于是对于任意的 ∈U有 ： 

"

lbl[x 
i=1 

㈩  

又 iCU／R~．，故可得： d 】i，便有1≤l ≤I il。因 
故布 ： 

l ’lbl[xi] l≤l 。lbl[xi] I 

再结合式(1)可得：I[x ·lbl[xi]：I=I[xJ． ,I lbl[xi]~I。故有：I[xi]~l= 

I[xi]Bj。 

另外已经得到 l J ，于是有 = 。 

因此可得 ： = 。 

推论2设Jr>=(U，A，，)为一序信息系统，且曰．，B：CA。若 

B2C
_ B ，且 E(B )=E(B )，则有 = 。 

由以上定理3可知如果两个知识表示之间存在包含关系， 

而它们的知识粗糙熵又相同，那么这两个知识表示是一样的， 

即两个分类是完全相同的。 

例3在例1中记曰=(nl，od，而且已经得到了V／RACY／R；。 
例 2中计算了知识A=(nI，Ⅱ2，n3}的粗糙熵为：E(A)=4．390 49。现 

在计算知识 曰的粗糙熵： 

E(曰)：4
．

1b4+ ．1b3+6
．
1b6+4

．

1b4+ ．1bl+2
．1b2： 

6 6 6 6 6 6 

^  1 1 

·4十 ·lb3+lb6十 =6．377 44 
3 2 3 

显然：E(A)≤E( 。 

然而，如果记B ={ )和B”={Ⅱ21，有： 

l】 3】 ，= ，X2，X3，X4，X5，X6} 

≥ ≥  }  

2】 = 5】 = 6 ，={ 2，X5，x6} 

[x4ls,=／x~，X4，X5，x6} 

及 

ll = 2】 =[ 61 ={ l，X2，X5，X6} 

Ix31 ，=Ix4] 恤l，X2，X3，X4，X5，X6} 

s ={ } 

进而可以计算：E(B )=8．880 71和 E(B”)=9．169 93。可以 

发现E(B )<E( )，但是 ；显然不成立。因此定理1 
的逆命题不成立。 

4 序信息系统中粗集的粗糙熵 

在经典粗糙集理论中，粗糙集是用粗糙度来度量的。由此 

也可以在序信息系统中引入粗糙度的概念来度量粗糙集。 

定义6设r=(U，A，，)为一序信息系统，且曰 A，则粗糙 

集 关于知识 曰的粗糙度定义为： 

( )l 

( )=1一三 

IR~(X)l 
其中l·l表示集合的势。 

由定义6可以看出粗糙集的粗糙度是在0与 1之间的，而 

且容易得到下面性质。 

定理4设r=(U，A，，)为一序信息系统，且曰 ，B：C_A。若 

i∈ i，则对任意的Xc_U有 ( )≤p ( )。 

例4考虑例 1的序信息系统中粗糙集 = ， }分别关 

于知识A=f n】，Ⅱ2，国}和曰=f n】，Ⅱ2}的粗糙度。由于： 
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尺 ( )：{X4~,X5 X6}，尺 ( )：f／； 

—j  

( )={弘，x6}，R ( )=f／； 

于是可得 ： ( )= 以及p ( )= ： 
j 

显然 ：p ( )≤p ( )。 

由以上定理 4和例 4可以发现粗糙集的粗糙度随着知识 

分类的变细而不会增大。然而可以通过下面的例5发现仅仅由 

粗糙度来衡量粗糙集的粗糙程度还是不够的。 

例5在例4中令X = ， 。}，再分别汁算关于知识A= 

{a ， ，a3}和疗= ，a2}的粗糙度。这时： 

( ，)= ( )--{x5 x6} 

尺 ( ，)：尺 ( ，)：U 

故：p ( )-W ( )=÷ 
j 

例 5告诉我们虽然知识 B没有知 A细，但粗糙集 关 

于知识A和知识B的粗糙度却是一样的。 此，非常有必要去 

寻找另外一种更加精确的粗糙集不确定性度量。为此，在序信 

息系统中引入粗集粗糙熵的概念。 

定义7设r=(U，A，F)为一序信息系统 ，且 B_CA，则粗糙 

集 U关于知识B的粗糙熵定义为： 

E ( )=p ( )E(B) 

由定义 7可以看出粗糙集的粗糙熵不只和粗糙度有关，而 

且还和本身的序信息系统有关系。 

例 6例 5中 X = ， }关于知 A= ， }和 B={f』l， 

}的粗糙熵分别为： 

( ) ( )E(B)=
一

1 

x6．377 44=2．125 79 
j 

1 

( ) ( )E(B)= 1 x4．394 09=1．464 68 
j 

于是有：E ( )<E ( )。 

通过上述例题，可以看到确实用粗集粗糙熵来衡量粗集的 

粗糙程度要更精确。 

进而，粗集的粗糙熵有下面性质。 

定理 5设，>=(U，A，F)为一序信息系统， B．，B _CA 若 

尺 尺 ，则对任意的X U有 ( )≤ ( )。 

证明 由定理 1和定理 4立即可得。 

推论3设，>=(U，A，F)为一序信息系统 ，且 B ，B _CA。若 

B _CB．，则对任意的 U有 ( )≤E 
．

( )。 

以上性质告诉我们粗集的粗糙熵随着知识的分辨能 力的 

增强而单调下降。 

5 结束语 

在实际问题中有许多信息系统由于各种原因 (如噪声、信 

息缺损等)并不是基于等价关系的，而是基于优势关系，这就极 

大地限制了粗糙集理论的研究与应用。为此，本文在序信息系 

统中通过引入熵的概念，给出了序信息系统的知识熵有关性 

质，并证明了知识的粗糙熵随着知识确定程度的增强而单调下 

降的结论，从而给出了序信息系统的信息解释。进一步结合知 

识的粗糙熵与粗集的粗糙度给出了粗集粗糙熵的概念，汪明了 

粗集粗糙熵也是随着知识确定程度的增强而单渊下降的结论， 

进而说明了粗糙集的粗糙熵比粗糙度可以更精确地度量粗集 

的粗糙程度。这些结论为序信息系统的知识发现和知识获取奠 

定了一定的理论基础。(收稿 日期：2007年 1月) 
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