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models. Precision and grade relate to the relative and absolute quantitative information in approximate space respec-

tively. To integrate relative quantitative information and absolute quantitative information and make rough set possess

the stronger data processing ability and wider application fields, this paper proposes the model of rough set based on

logical disjunct operation of variable precision and grade in ordered information system. This paper also discusses

the basic structure and accurate description of a rough set respectively, and investigates some important properties of

the model carefully. Furthermore, this paper analyzes a specific case study about the student achievement, discusses
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1 引言
粗糙集方法对于处理复杂信息系统是一种非常

有效的方法，该理论由波兰数学家Pawlak[1]于1982年

提出，是进行数据分析的一种数学工具，是经典集合

论的推广。该理论视论域的划分为知识，通过对其

进行刻画进而研究规则提取、知识约简等，在信息系

统分析、人工智能、知识发现、数据挖掘等诸多领域

取得了成功的应用。伴随着该理论的不断完善和应

用的不断深入[2]，经典粗糙集在许多方面显现出不足，

这就需要对经典粗糙集理论进行扩展。变精度粗糙

集[3-4]和程度粗糙集[5-7]正是在这样的背景下应运而生，

并且这两个粗糙集模型在理论和应用方面都已经取

得了丰硕的成果。然而变精度粗糙集反映的是近似

空间的相对量化信息，而程度粗糙集反映的是绝对

量化信息[8]，它们各有好处也各自存在弊端。那么如

果将两者结合起来进行研究，采用精度与程度同时

进行刻画，则信息的量化就显得更加全面和深入，从

而建立了一些更高层次的扩展粗糙集模型[9-10]。另外

经典粗糙集模型基于等价关系，然而在实际工程应用

中等价关系往往不具备太大的意义，需要基于优势关

系[11-12]来建立信息系统，也就是序信息系统，那么在序

信息系统下研究变精度与程度“逻辑或”的粗糙集应

该是一项有意义的工作。

2 预备知识
设 |C|表示集合C 的基数，c([x]RX )= 1 - |[x]R X|/

|[x]R| 称为等价类 [x]R 关于集合 X 的错误分类率，β

为 0到 1的实数，称为可调错误分类水平，1 - β 称为

精度。集合
-
Rβ X ={[x]R:c([x]RX )< 1 - β }

-
Rβ X ={[x]R:c([x]RX ) β}

分别称为 X 的精度为 1 - β 的 R 上、下近似集。若
-
Rβ X ¹

-
Rβ X ，则称 X 在精度 1 - β 下是 R 粗糙的，否

则称 X 是 R 精确的。而-Rβ X 是“关于 X 的错误分类

率小于1 - β的等价类”的并集，
-
Rβ X 是“关于 X 的错

误分类率不大于 β的等价类”的并集。在变精度粗糙

集模型中[13]，参数 β的取值范围一般在 [00.5) ，也可

以将参数 β的取值范围限定在 (0.51.0]，这种情况可

以看作是增进的粗糙集理论[14]。本文为了更一般化，

将参数 β 限定在 [01] 上取值，其实 βÎ(0.51.0] 和

βÎ(00.5] 两种情况具有很强的对称性，一般情况下

只需研究 βÎ(0.51.0]，而 βÎ(00.5]可以类似得到。

任取自然数 k，那么集合-Rk X ={[x]R||[x]R X| > k}

和
-
Rk X ={[x]R||[x]R| - |[x]R X|  k}分别称为 X 的程

度为 k 的 R 上、下近似集。若-Rk X ¹
-
Rk X ，称 X 在

程度 k 时是 R 粗糙的，否则称为 R 精确的。其中-Rk X

是“属于 X 的元素个数多于 k 个等价类”的并集，
-
Rk X

是“最多只有 k 个元素不属于 X 的等价类”的集合。

设 S = (UAVF) 为信息系统，其中 U ={x1

x2xn}为非空有限对象集，A ={a1a2an}为属

the significance of study on logical disjunct operation of variable precision and grade rough set models, and provides

more abundant theoretical basis for knowledge discovery in ordered information systems.

Key words: variable precision rough set; grade rough set; ordered information system; logical disjunct operation

摘 要：变精度粗糙集模型和程度粗糙集模型是两类重要的粗糙集扩张模型，其中精度反映了近似空间的相对

量化信息，而程度则刻画了近似空间的绝对量化信息。为了融合相对量化信息和绝对量化信息，使粗糙集具有

更强的数据处理能力与更广的适用领域，提出了序信息系统下的变精度与程度“逻辑或”粗糙集的概念，得到其

粗糙集区域的基本结构和精确描述，深入讨论了其重要性质。结合学生成绩这一具体案例的求解分析，进一步阐

述了对变精度与程度的“逻辑或”粗糙集进行研究的意义，为序信息系统的知识发现提供了更丰富的理论基础。

关键词：变精度粗糙集；程度粗糙集；序信息系统；逻辑或
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性集，F ={ f|U®Vai
aÎA}是U 与 A 之间的关系集，

Va 为 a 的有限值域。对给定信息系统 S ，如果属性

aÎA 的值域上有偏序关系 “ ³ a”，称 a 为一个准则。

" xyÎUx ³ a y 表示 x 至少和 y 在准则 a 下是一样

好的，即 x 优于 y ，x ³ a yÛ f (xa)³ a f (ya) 对于属

性集 BÍAx ³ B y 表示 x 关于 B 中的所有准则都优

于 y 。当信息系统 S 中所有的属性都为准则时，称

该信息系统为一个序信息系统，记为 S³ = (UAVF)，

简记为 S³ = (UA ) 。

设 S³ = (UA f ) 为序信息系统，对任意的 BÍA ，

集合 R³
B ={(xy)ÎU ´U|fl(x) fl(y)"alÎB}称为关于

属性集 B 的优势关系，且 [x]³B ={yÎU|(xy)ÎR³
B}=

{yÎU|fl(x) fl(y)"alÎB}称为关于属性子集 B 的优

势类；对 " XÍU ，集合
-
A³(X )={[x]³A|[x]³A X ¹Æ}，

-A
³(X )={[x]³A|[x]³A ÍX }，posA³(X )=-A

³(X )，negA³(X )=


-
A³(X ) ，bnA³(X )=

-
A³(X )--A

³(X ) 分别称为 X 在序

信息系统下的 A³ 上近似集、下近似集、正域、负域、上

边界域、下边界域和边界域。如果
-
A³ X ¹-A

³ X ，则称

X 在序信息系统下是 A³ 粗糙的，若
-
A³ X =-A

³ X，则称

为精确的或可描述的[15-16]。

3 序信息系统下变精度与程度“逻辑或”粗糙集
前文介绍了精度粗糙集、程度粗糙集，以及在序

信息系统下的粗糙集，给出了一些基本的定义，现在

需要在序信息系统下研究变精度与程度“逻辑或”粗

糙集，并深入讨论其性质。

定义1 设 S³ = (UA f )为序信息系统，对" XÍU，

R 为 S³ 上的优势关系，将
- -- ---
R³
βÚ k X ={[x]³R|c([x]³RX )< 1 - β或|[x]³R X| > k}

- -- ---
R³
βÚ k X ={[x]³R|c([x]³R,X ) β或|[x]³R| - |[x]³R X|  k}

分别称为 X 在序信息系统下的精度为 1 - β，程度为

k 的逻辑或 R³ 上近似集、下近似集。根据上述定义，

仿照经典Pawlak粗糙集定义其他区域如下：

posR³
βÚ k X =

- -- ---
R³
βÚ k X

- -- ---
R³
βÚ k X

negR³
βÚ k X =

- -- -----
(R³

βÚ k X
- -- ---
R³
βÚ k X )

UbnR³
βÚ k X =

- -- ---
R³
βÚ k X -

- -- ---
R³
βÚ k X

LbnR³
βÚ k X =

- -- ---
R³
βÚ k X -

- -- ---
R³
βÚ k X

bnR³
βÚ k X =UbnR³

βÚ k X LbnR³
βÚ k X

分别称为正域、负域、上边界域、下边界域和边界域。

定理1 设 S³ = (UA f )为序信息系统，对" XÍU，

R 为 S³ 上的优势关系，βÎ[01]kÎN ，有：

（1）
- -- ---
R³
βÚ k X =

-
R³
β X
-
R³

k X

（2） 
- -- ---
R³
βÚ k X =

-
R³
β X
-
R³

k X

证明 （1）对 " xÎ  
- -- ---
R³
βÚ k X 则有c([x]³RX )< 1 - β

或 |[x]³R X| > k，即 xÎ
-
R³
β X ，xÎ

-
R³

k X，故 xÎ
- -- ---
R³
βÚ k XÍ

-
R³
β X
-
R³

k X 。另外，对 " xÎ
-
R³
β X
-
R³

k X，有 xÎ
-
R³
β X

或 xÎ
-
R³

k X ，即 c([x]³RX )< 1 - β 或 |[x]³R X| > k ，故
----
 R³

β X
-
R³

k XÍ
- -- ---
R³
βÚ k X 。

综上可得  
- -- ---
R³
βÚ k X =

----
 R³

β X
-
R³

k X 。

（2）证明方法与（1）类似。 □

特别地：

当 β = 0k ¹ 0 ，
-
R³

k X =
- -- ---
R³

0Ú k X，
-
R³ X =

- -- ---
R³

0Ú k X ；

当 β ¹ 0k = 0 ，
-
R³
β X =

- -- ---
R³
βÚ 0 X，

-
R³ X =

- -- ---
R³
βÚ 0 X ；

当 β = 0k = 0 ，-R
³ X =

- -- ---
R³

0Ú 0 X，
-
R³ X =

- -- ---
R³

0Ú 0 X ；

当 β = 1k ¹ 0 ，
- -- ---
R³

k X =
- -- ---
R³

1Ú k X ；

当 β = 1k = 0 ，
- -- ---
R³ X =

- -- ---
R³

1Ú 0 X 。

定理2 设 S³ = (U,A,f ) 为序信息系统，对" XÍU，

R 为 S³ 上的优势关系，βÎ[01]kÎN ，有：

（1）
- -- ---
R³
βÚ k X = posR³

βÚ k UbnR³
βÚ k

（2）
- -- ---
R³
βÚ k X = posR³

βÚ k  LbnR³
βÚ k

证明 由定义可以直接得到。 □

定理3 设 S³ = (UA f ) 为序信息系统，对 " XÍ

UβÎ[01]kÎN，R 为 S³ 上的优势关系，有：

（1）
- -- ---
R³
βÚ k X ={[x]³R||[x]³R X| >min(kβ|[x]³R|)}

（2）
- -- ---
R³
βÚ k X ={[x]³R||[x]³R X| 

min(|[x]³R| - k |[x]³R| - β|[x]³R|)}

证明（1）由定义可知
- -- ---
R³
βÚ k X ={[x]³R|c([x]³RX )<

1 - β 或 |[x]³R X| > k} ，c([x]³RX )= 1 - |[x]³R X|/|[x]³R| <
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1 - β，则有 -|[x]³R X| < -β|[x]³R|，故 |[x]³R X| > β|[x]³R|。

（2）同理可得。 □

定理4 设 S³ = (UA f ) 为序信息系统，对 " XÍ

UkÎN，R 为 S³ 上的优势关系，有下列结论成立：

（1）当 0 < β < 0.5 且 k ¹ 0 时

posR³
βÚ k X = ({[x]³R||[x]³R|  k/β |[x]³R X| 

(1 - β)|[x]³R|})({[x]³R|k/(1 - β)<

|[x]³R| < k/β |[x]³R X|  |[x]³R| - k})

({[x]³R||[x]³R|  k/(1 - β)

|[x]³R X|  β|[x]³R|})

negR³
βÚ k X = ({[x]³R||[x]³R|  k/β |[x]³R X|  k})

({[x]³R|k/(1 - β)< |[x]³R| < k/β

|[x]³R X|  β|[x]³R|})({[x]³R||[x]³R| <

k/(1 - β)|[x]³R X|  |[x]³R| - k})

UbnR³
βÚ k X = ({[x]³R||[x]³R|  k/βk < |[x]³R X| <

(1 - β)|[x]³R|})({[x]³R|k/(1 - β)<

|[x]³R| < k/ββ|[x]³R| <

|[x]³R X| < |[x]³R| - k})

LbnR³
βÚ k X ={[x]³R||[x]³R|  k/(1 - β)

|[x]³R| - k  |[x]³R X|  β|[x]³R|}

（2）当 0.5  β < 1.0 且 k ¹ 0 时

posR³
βÚ k = ({[x]³R||[x]³R| > k/(1 - β)|[x]³R X| 

(1 - β)|[x]³R|})({[x]³R|k/β < |[x]³R| 

k/(1 - β)|[x]³R X| > k})({[x]³R|

|[x]³R|  k/β |[x]³R X| > β|[x]³R|})

negR³
βÚ k = ({[x]³R||[x]³R| > k/(1 - β)|[x]³R X|  k})

({[x]³R|k/β < |[x]³R|  k/(1 - β) |[x]³R X| <

(1 - β)|[x]³R|}) ({[x]³R||[x]³R|  k/β

|[x]³R X| < |[x]³R| - k})

UbnR³
βÚ k X ={[x]³R||[x]³R| > k/(1 - β)

k < |[x]³R X| < (1 - β)|[x]³R|}

LbnR³
βÚ k X = ({[x]³R|k/β < |[x]³R|  k/(1 - β)，

(1 - β)|[x]³R|  |[x]³R X|  k})

({[x]³R||[x]³R|  k/β |[x]³R| - k 

|[x]³R X|  β|[x]³R|})

证明 由 0 < β < 0.5 且 k ¹ 0，可以得到 β < 1 - βk/

(1 - β)< k/β。

（1）当 |[x]³R|  k/β > 2k 时，有 [x]³R Í
- -- ---
R³
βÚ k XÛ  [x]³R Í

-
R³

k X 和  [x]³R Í - -- ---
R³
βÚ k XÛ  [x]³R Í-

R³
β X ，于是有  [x]³R Í

- -- ---
R³
βÚ k XÞ  [x]³R Í

- -- ---
R³
βÚ k X 。 故 |[x]³R X|  (1 - β)|[x]³R|Þ

- -- ---
R³
βÚ k X posR³

βÚ k X 。

（2）当  k/(1 - β)< |[x]³R| < k/β时，有 [x]³R Í
- -- ---
R³
βÚ k XÛ

 [x]³R Í
--
R³
β X 和 [x]³R Í - -- ---

R³
βÚ k XÛ  [x]³R Í-

R³
k X ，于是有

 [x]³R Í - -- ---
R³
βÚ k XÞ  [x]³R Í

- -- ---
R³
βÚ k X 。 故 |[x]³R X|  |[x]³R| -

kÞ  [x]³R Í - -- ---
R³
βÚ k XposR³

βÚ k X 。

（3）当 |[x]³R|  k/(1 - β) 时，有 [x]³R Í
- -- ---
R³
βÚ k，即 [x]³R Í

- -- ---
R³
βÚ k XÛ  [x]³R Í

-
R³
β X 和 [x]³R Í - -- ---

R³
βÚ k XÛ  [x]³R Í-

R³
k X ，

于是有 [x]³R Í
- -- ---
R³
βÚ k XÞ  [x]³R Í - -- ---

R³
βÚ k X 。故 |[x]³R X| >

β|[x]³R|Þ  [x]³R Í
- -- ---
R³
βÚ k XposR³

βÚ k X 。

其他对应的区域，以及当 0.5  β < 1.0且k ¹ 0 时可

以类似地得到。 □

定理5 设 S³ = (UA f ) 为序信息系统，" XYÍ

UαβÎ[01]k lÎN ，R 为 S³ 上的优势关系，有下

列结论成立：

（1）
- -- ---
R³
βÚ kÆ=Æ

- -- ---
R³
βÚ kU =U

- -- ---
R³
βÚ kÆ={[x]³R||[x]³R|  k}

（2）若XÍ Y   那么
- -- ---
R³
βÚ k XÍ

- -- ---
R³
βÚ kY，- -- ---

R³
βÚ k XÍ

- -- ---
R³
βÚ kY

（3）
- -- ---
R³
βÚ k(X Y )Ê

- -- ---
R³
βÚ k X

- -- ---
R³
βÚ kY  

 
- -- ---
R³
βÚ k(X Y )Ê

- -- ---
R³
βÚ k X

- -- ---
R³
βÚ kY

（4）
- -- ---
R³
βÚ k(X Y )Í

- -- ---
R³
βÚ k X

- -- ---
R³
βÚ kY 

 
- -- ---
R³
βÚ k(X Y )Í

- -- ---
R³
βÚ k X

- -- ---
R³
βÚ kY

（5）若β  αk  l ，有
- -- ---
R³
βÚ k XÍ

- -- ---
R³
βÚ l X

- -- ---
R³
βÚ k XÍ

- -- ---
R³
αÚ k X

- -- ---
R³
βÚ k XÍ

- -- ---
R³
αÚ l X ，

- -- ---
R³
βÚ k XÊ

- -- ---
R³
βÚ l X 

- -- ---
R³
βÚ k XÊ

- -- ---
R³
αÚ l X  

- -- ---
R³
βÚ k XÊ

- -- ---
R³
αÚ l X

（6）
- -- ---
R³
βÚ k(X )=

- -- ---
R³
βÙ k X   

- -- ---
R³
βÚ k(X )=

- -- ---
R³
βÙ k X
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证明（1）、（2）、（3）、（4）、（5）易证。

（6）要证明该定理，需要引入
- -- ---
R³
βÙ k X 和

- -- ---
R³
βÙ k X 的

定义，类似于该粗糙集的定义方式，其具体定义如下：
- -- ---
R³
βÙ k X  ={[x]³R|c([x]³RX )< 1 - β |[x]³R| > k}

- -- ---
R³
βÙ k X  ={[x]³R|c([x]³RX ) β |[x]³R| - |[x]³R X|  k}

- -- ---
R³
βÚ k(X )  =

-
R³
β(X )  

-
R³

k (X )=

(
-
R³
β X )  (

-
R³

k X )=
- -- ---
R³
βÙ k X

同理可以得到：
- -- ---
R³
βÚ k(X )=

- -- ---
R³
βÙ k X 。 □

4 实例分析
设 S³ = (UAVF) 是一个序信息系统，U ={x1

x2x20}为论域，代表某班的20个学生，A ={a1a2

a3a4} 分别代表语文、数学、英语和综合科目，V =

{321}，其中3表示“优秀”，2表示“一般”，1表示“不

合格”，统计数据如表1。

首先计算优势关系下的对象分类，然后选取精度

β = 0.3 ，程度 k = 1，并且随机抽取一部分学生作为研

究对象，记为 X ={x7x9x11x17x19x20}，那么可以得到

相应的 |[xi]
³
A|、|[xi]

³
A X|、c([xi]

³
AX ) 、|[xi]

³
A| - |[xi]

³
A X| ，

如表2所示。

情形1 利用定理1求解。

（1）当 β = 0.3 时：
-
R³
β X ={x6x7x9x11x19x20}

-
R³
β X ={x7x9x11x20}

当 k = 1时：
-
R³

k X ={x4x8x12x13x14x19x20}

-
R³

k X ={x1x6x7x9x11x20}

（2）利用（1）所求结果以及定理1可以得到：
- -- -----
R³

0.3Ú 1X ={x4x6x7x8x9x11x12x13x14x19x20}

- -- -----
R³

0.3Ú 1X ={x1x6x7x9x11x20}

U

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x9

x10

x11

x12

x13

x14

x15

x16

x17

x18

x19

x20

语文

3

3

1

2

2

2

3

1

2

2

3

1

2

1

1

3

3

3

2

1

数学

3

3

2

1

2

2

2

1

3

3

1

2

2

2

2

1

3

3

1

3

外语

2

2

1

2

2

3

3

1

3

1

3

1

2

2

2

2

1

2

1

3

综合

3

2

2

2

2

3

1

2

3

2

3

1

1

1

2

2

1

1

1

1

Table 1 Students’achievement

表1 学生成绩统计

xi

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

|[xi]
³
A|

1

2

8

8

5

2

1

12

1

4

1

15

8

11

6

4

4

3

14

2

|[xi]
³
A X|

0

0

1

2

1

1

1

2

1

1

1

4

2

3

1

1

1

0

5

2

c([xi]
³
AX )

1

1

7/8

3/4

4/5

1/2

0

5/6

0

3/4

0

11/15

3/4

8/11

5/6

3/4

3/4

1

9/14

0

|[xi]
³
A| - |[xi]

³
A X|

1

2

7

6

4

1

0

10

0

3

0

11

6

8

5

3

3

3

9

0

Table 2 Computing data

表2 计算数据
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（3）根据定义 1，利用（2）所求结果，通过集合运

算得到：

posR³
0.3Ú 1X ={x6x7x9x11x20}

negR³
0.3Ú 1X ={x2x3x5x10x15x16x17x18}

UbnR³
0.3Ú 1X ={x4x8x12x13x14x19}

LbnR³
0.3Ú 1X ={x1}

bnR³
0.3Ú 1X ={x1x4x8x12x13x14x19}

情形2 利用定理4求解。

由 β = 0.3k = 1 可以得到 k/β = 10/3 ，k/(1 - β)=

10/7 ，计算结果如表3所示。

（1）由表3计算结果可以得到：

posR³
0.3Ú 1X ={x6x7x9x11x20}

negR³
0.3Ú 1X ={x2x3x5x10x15x16x17x18}

UbnR³
0.3Ú 1X ={x4x8x12x13x14x19}

LbnR³
0.3Ú 1X ={x1}

bnR³
0.3Ú 1X ={x1x4x8x12x13x14x19}

（2）利用（1）所求结果及定理2可以计算得到：
- -- -----
R³

0.3Ú 1X ={x4x6x7x8x9x11x12x13x14x19x20}

- -- -----
R³

0.3Ú 1X ={x1x6x7x9x11x20}

所求得的两种结果是一致的，但是其时间和空间

复杂性却不一样，其中情形1求解的时间复杂性 T1 =

80，空间复杂性 S1 = 40；情形2求解的时间复杂性 T2 =

56 ，空间复杂性 S2 = 16 。在这个例子里面体现了当

面对大量数据时，利用定理4求解具有明显的时间和

空间优势。

5 结束语
本文在序信息系统下，研究了基于精度与程度的

逻辑或粗糙集，得到了其基本结构与相应的重要性质，

并且用两种方法对实例进行了分析。通过对方法的比

较可以知道，通过本文的工作对粗糙集区域进行更精

确的刻画，能够简化在时间和空间上的求解过程。
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