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1 引言

粗糙集理论[1-2]最早由数学家Pawlak在 1982年提

出，是数据分析的一种数学工具，是经典集合论的一

种推广形式，其主要思想是在保持分类不变的情况

下，经过属性约简推出问题的决策准则。目前，国内

对粗糙集的理论基础及应用[3-4]研究取得了很大的进

步，许多学者已在该领域出版了相应的专著，同时也

发表了数百篇论文。当然粗糙集[5-6]的应用不仅仅是

限制在知识理论方面，它已经在人工智能、故障检

测、数据挖掘、医疗诊断、股票数据分析、模式识别、

智能信息处理等领域得到了普遍的应用。

粗糙集理论的核心问题之一就是知识约简 [7-9]。

约简就是实际的知识库中所描述的知识的属性并不

都是同等重要的，甚至有些属性是多余的。所谓知

识约简，就是从知识库中去掉一些不重要的属性，使

得知识得以简化，又不丢失其主要信息。

实际问题中，事物的一些属性值介于某个范围

之间，常被用来刻画信息系统[10]中的不确定信息。为

了表达这种情况，属性值通常用区间值[11-12]形式来表

示，进一步将其模糊化，这种信息系统就是区间值模

糊信息系统。本文通过在带有决策的区间值模糊信

息系统中引入优势关系[13-16]，建立区间值模糊序信息

决策系统；在不协调的区间值模糊序信息系统[15-17]中

引进了分布约简以及最大分布约简[18]，探讨二者之间

的关系，得到了分布约简和最大分布约简的判定定理

以及辨识属性集和可辨识矩阵；提供了不协调的区间

值模糊序信息系统的分布约简和最大分布约简的具

体方法；同时经过例题验证了此方法的有效性，丰富

了区间值模糊序决策信息系统中的粗糙集方法。

2 基于区间值模糊的序决策信息系统

信息决策系统是既有条件属性又有决策属性的

一种特殊信息系统。信息决策系统主要是研究条件

属性和决策属性之间的关系问题。为了便于理解，

下面给出一些基本概念。

定义 1[15] 称一个四元组 I =(U,AT⋃DT,F,G) 为一

个决策信息系统。其中 I =(U,AT,F) 是信息系统，AT

称为条件属性集，DT 称为目标属性集。

U 是有限对象集，U ={x1,x2,⋯,xn}；
AT 是有限条件属性集，AT ={a1,a2,⋯,ap}；
DT 是有限决策属性集，DT ={d1,d2,⋯,dq}；
F 是 U 与 AT 的关系集，F ={ f:U→ Va,a ∈ AT} ，

Va 为 a的有限值域；

G 是 U 与 DT 的关系集，G ={g:U→ Vd,d ∈DT} ，
Vd 为 d 的有限值域。

设 I =(U,AT⋃DT,F,G) 为一个决策信息系统，若

对任意 f ∈ F ，a ∈ AT 和 xi ∈U 都有：

f (xi,a) =[aL(xi),aU(xi)]
则称 I =(U,AT,F) 为区间值模糊信息系统，I =(U,AT⋃
DT,F,G) 为区间值模糊决策信息系统。其中 aL(xi),
aU(xi) ∈ [0,1] ，且 aL(xi)≤ aU(xi) ，f (xi,a) 是 xi 在属性 a 下

的属性值范围（区间数）。特别地，当 aL(xi)≡ aU(xi)
时，f (xi,a) 就退化成了一个模糊数。因此区间值模

糊信息系统是一般形式，单值模糊信息系统是其特

殊形式。

设 I =(U,AT,F) 为区间值模糊信息系统。对任意

的 a ∈ AT ，在区间值模糊信息系统中可对属性值进

行比较，定义：

摘 要：因信息系统的复杂性和不确定性，对象的属性值难以用精确的数值来表达，而是采用区间形式表示。

针对这一问题，对区间值进一步模糊化，并引进优势关系，建立了不协调区间值模糊序决策信息系统。通过分

布约简和最大分布约简来简化知识的表达，找出二者之间的关系，得到了分布约简和最大分布约简的判定定

理以及可辨识属性集和可辨识矩阵；提供了不协调的区间值模糊序信息系统的分布约简和最大分布约简的具

体方法；结合投资风险这一具体案例的求解分析，进一步阐述了对分布约简研究的意义，丰富了区间值模糊序

决策信息系统中的粗糙集方法。

关键词：粗糙集；区间值；序信息系统；分布约简
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f (xi,a) ≤ f (xj,a)⇔
(∀a ∈ AT)[aL(xi) ≤ aL(xj), aU(xi) ≤ aU(xj)]

f (xi,a) ≥ f (xj,a)⇔
(∀a ∈ AT)[aL(xi) ≥ aL(xj), aU(xi) ≥ aU(xj)]

其中 “ ≤ ”和 “ ≥ ”可在区间值模糊信息系统中分别构

建一个递增的偏序和一个递减的偏序。如果区间值

模糊信息系统中属性的值域为递增的或者递减的偏

序，那么称该属性是区间值模糊信息系统中的一个

准则。本文只考虑由递增偏序构成的优势关系的情

景，递减的偏序情形可以类似地得到相同的结论。

定义 2 设 I =(U,AT⋃DT,F,G) 为区间值模糊决

策信息系统，若 I 中所有条件属性都是准则，则称 I

是区间值模糊序决策信息系统，记作 I ≥ 。称 I ≥ =(U,
AT,F)为区间值模糊序信息系统。

在区间值模糊序信息系统中，设 a ∈ AT 为准则，

存在优势关系 “≥ a” ，“xj ≥ a xi” 表示 xj 关于准则 a 优

于 xi 。设 A⊆ AT 是准则集，那么 xj ≥ Axi ⇔(∀a ∈ A)
[xj ≥ a xi]，优势关系 R≥

A 可定义为：

R≥

A ={(xi,xj) ∈U ×U | xj ≥ a xi,∀a ∈ A} =
{(xi,xj) ∈U ×U | (∀a ∈ A)[aL(xi) ≤
aL(xj),aU(xi) ≤ aU(xj)]}

由区间值模糊优势关系 R≥

A 诱导的 [xi]
≥

A 为：

[xi]≥A ={xj ∈U | (xi,xj) ∈ R≥

A} =
{xj ∈ U | (∀a ∈ A)[aL(xi) ≤ aL(xj),
aU(xi) ≤ aU(xj)]}

称为区间值模糊优势类，简称为优势类。用 U/R≥

A =
{[x]≥A | x ∈U} 表示论域 U 上由区间值模糊优势关系 R≥

A

诱导的区间值模糊优势类全体。一般地，U/R≥

A 中的

优势类不一定构成U 上的一个划分，而是仅仅构成U

上的一个覆盖。

定义 3 设 I ≥ =(U,AT⋃{d},F,G) 为区间值模糊序

决策信息系统，如果 R≥

AT ⊆ R≥

DT ，则称该区间值模糊序

决策信息系统是协调的，否则为不协调的。

本文仅仅考虑不协调区间值模糊序决策信息系统。

3 区间值模糊序信息决策系统的分布约简

已经知道了序信息系统中属性约简理论定义的

分布函数和最大分布函数，下面将给出区间值模糊

序信息系统中的分布函数和最大分布函数的定义。

定义 4 设 I ≥ =(U,AT⋃{d},F,G) 为区间值模糊序

决策信息系统。对于任意的 A⊆ AT ，x ∈U ，记：

U/R≥

A ={[x]≥A|x ∈U}
U/R≥

d ={D1,D2,⋯,Dr}
μA(x) =

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

||D1 ⋂[x]≥A
||U

, ||D2 ⋂[x]≥A
||U

,⋯, ||Dr ⋂[x]≥A
||U

γA(x) = maxìí
î

ï

ï

ü
ý
þ

ï

ï

||D1 ⋂[x]≥A
||U

, ||D2 ⋂[x]≥A
||U

,⋯, ||Dr ⋂[x]≥A
||U

称 μA(x) 为论域 U 上的关于准则集 A 和决策 d 的分

布函数，γA(x) 为论域 U 上的关于准则集 A 和决策 d

的最大分布函数。

定义5[15] 设 α =(a1,a2,⋯,an)和 β =(b1,b2,⋯,bn)为
两个 n 维向量，若 ai = bi(i = 1,2,⋯,n) ，称向量 α 等于

向量 β ，记作 α = β ；若 ai ≤ bi(i = 1,2,⋯,n) ，称向量 α

小于等于向量 β ，记作 α≤ β ；否则如果存在某个

i0 (i0 ∈{1,2,⋯,n}) ，使得 ai0 > bi0 ，称向量 α 不小于等于

向量 β ，记作 α ≮ β 。

显然由以上可立即得到下面命题。

定理 1 设 I ≥ =(U,AT⋃{d},F,G) 为区间值模糊序

决策信息系统。对于任意的 A⊆ AT ：

（1）对 ∀x ∈U ，当 B⊆ A时，有 μA(x) ≤ μB(x)；
（2）对 ∀x ∈U ，当 B⊆ A时，有 γA(x) ≤ γB(x)；
（3）对 ∀x,y ∈U ，当 [y]≥A ⊆[x]≥A 时，有 μA(y) ≤ μA(x)；
（4）对 ∀x,y ∈U ，当 [y]≤A ⊆[x]≤A 时，有 γA(y) ≤ γA(x)。
定义 6 设 I ≥ =(U,AT⋃{d},F,G) 为区间值模糊序

决策信息系统。 A⊆ AT ，对于任意的 x ∈U ，如果有

μA(x) = μAT (x) ，则称 A 是 I ≥ 中关于区间值模糊优势关

系 R≥

AT 的分布协调集；如果 A的任何真子集均不是分

布协调集，则称 A 是 I ≥ 中关于区间值模糊优势关系

R≥

AT 的分布约简。

定义 7 设 I ≥ =(U,AT⋃{d},F,G) 为区间值模糊序

决策信息系统。 A⊆ AT ，对于任意的 x ∈U ，如果有

γA(x) = γAT (x) ，则称 A是最大分布协调集；若 A的任何

真子集均不是最大分布协调集，则称 A 是 I ≥ 中关于
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区间值模糊优势关系 R≥

AT 的最大分布约简。

下面具体给出区间值模糊序决策信息系统的分

布约简与最大分布约简的关系及其判定定理。

定理 2 设 I ≥ =(U,AT⋃{d},F,G) 为区间值模糊序

决策信息系统，则分布协调集一定是最大分布协调集。

证明 由定义直接可得。 □
推论 1 设 I ≥ =(U,AT⋃{d},F,G) 为区间值模糊序

决策信息系统，则分布协约简一定是最大分布约简。

定理 3 设 I ≥ =(U,AT⋃{d},F,G) 为区间值模糊序

决策信息系统，A⊆ AT ，则 A是分布协调集当且仅当

对 ∀x,y ∈U ，当 μAT (y) ≮ μAT (x)时有 [y]≥A ⊄[x]≥A 。
证明 反证法。

假设当 μAT (y) ≮ μAT (x) 时有 [y]≥A ⊄[x]≥A 不成立，则

有 [y]≥A ⊆[x]≥A ，由定理 1 可知 μA(y) ≤ μA(x) 。由于是分

布协调集，可得 μAT (x) = μA(x) 且 μAT (y) = μA(y) ，故有

μAT (y) = μAT (x)，与 μAT (y) ≮ μAT (x)矛盾。 □
用同样的方法可以得到最大分布协调集的充要

条件。

定理 4 设 I ≥ =(U,AT⋃{d},F,G) 为区间值模糊序

决策信息系统，A⊆ AT 是最大分布协调集，则对

∀x,y ∈U ，当 γAT (y) ≮ γAT (x)时有 [y]≥A ⊄[x]≥A 。

4 区间值模糊序决策信息系统的分布约简方法

第 3 章给出了不协调的区间值模糊序决策信息

系统的分布协调集和最大分布协调集的等价刻画，

这是判断准则集是否协调的理论所在，因此可以得

出分布约简和最大分布约简的方法。下面给出辨识

属性集以及辨识属性矩阵的相关概念。

定义 8 设 I ≥ =(U,AT,F) 为区间值模糊序信息系

统，记：

Dis
μ

≥ AT (xi,xj) ={a ∈ AT | (xi,xj) ∉ R≥

a} =
{a ∈ AT | aL(xi) > aL(xj)或aU(xi) > aU(xj)}

称 Dis
μ

≥ AT (xi,xj) 为 I ≥ 中 xi、xj 关于区间值模糊优势关

系 R≥

AT 的分布可辨识属性集。记：

Dis
μ

≥ AT =(Dis μ

≥ AT (xi,xj)) ||U × ||U

称 Dis
μ

≥ AT 为 I ≥ 中 xi、xj 关于区间值模糊优势关系 R≥

AT

的分布可辨识矩阵。特别地，对任意 xi,xj ∈U ，有：

Dis
μ

≥ AT (xi,xi)=∅
Dis

μ

≥ AT (xi,xj)⋂Dis
μ

≥ AT (xj,xi) =∅
定理 5 设 I ≥ =(U,AT⋃{d},F,G) 为区间值模糊序

决策信息系统，A⊆ AT ，对象关于 R≥

AT 的分布可辨识

属性集为 Dis
μ

≥ AT (xi,xj)，则：

R≥

A = R≥

AT ⇔(Dis μ

≥ AT
(xi,xj) ≠∅)[A⋂Dis

μ

≥ AT (xi,xj) ≠∅]
证明 必要性。由 R≥

A = ⋂
a ∈ A

R≥

a ，对于任意的 a ∈ A，

如果 (xi,xj) ∉ R≥

a ，则有 (xi,xj) ∉ R≥

A 。设 R≥

A = R≥

AT ，由区间

值模糊优势关系的定义，对任意的 xi ∈U，有 [xi]≥A =
[xi]≥AT 。又 (xi,xj) ∉ R≥

AT ，(xi,xj) ∉ R≥

A ，当 Dis
μ

≥ AT (xi, xj) ≠∅
时，存在 a ∈ AT 使得 (xi,xj) ∉ R≥

a 。因而存在 a′∈ A 使

得 (xi,xj) ∉ R≥

a′ ，于是 a′∈Dis μ

≥ A(xi,xj) ，由 A⊆ AT 及分布

可辨识公式定义得 Dis
μ

≥ A(xi,xj) ⊆Dis
μ

≥ A(xi,xj) ，因此

a′∈Dis μ

≥ AT (xi,xj)。即证得：

R≥

A = R≥

AT ⇔(Dis μ

≥ AT (xi,xj) ≠∅)[A⋂Dis
μ

≥ AT (xi,xj) ≠∅]
充分性。对任意 (xi,xj) ∉ R≥

AT ，存在 a ∈ AT 满足

(xi,xj) ∉ R≥

a ，那么 Dis
μ

≥ AT (xi,xj) ≠∅ 。从而 A⋂Dis
μ

≥ AT (xi,
xj) ≠∅ 。于是存在 a ∈ A 使得 a ∈Dis μ

≥ AT (xi,xj) ，即 a ∈
A 且 (xi,xj) ∉ R≥

a ，得到 (xi,xj) ∉ R≥

A ，即 (xi,xj) ∉ R≥

AT ⇒ (xi,
xj) ∉ R≥

A 。其逆否命题 (xi,xj) ∈ R≥

A ⇒(xi,xj) ∈ R≥

AT 。由此

得到 R≥

A ⊆ R≥

AT 。另一方面由 A⊆ AT 显然可得 R≥

A ⊇
R≥

AT ，即证得 R≥

A = R≥

AT 。 □
定义 9 设 I ≥ =(U,AT⋃{d},F,G) 为区间值模糊序

决策信息系统，辨识矩阵为 Dis
μ

≥ AT 。称

M
μ

≥ AT = ∧{∨{ |a a ∈Dis μ

≥ AT (xi,xj)}|∀xi,xj ∈U}
为该区间值模糊序决策信息系统的分布可辨识公式。

定理 6 设 I ≥ =(U,AT⋃{d},F,G) 为区间值模糊序

决策信息系统，分布辨识公式 M
μ

≥ AT 的极小析取范式

为 M
μ

≥min = ∨
k = 1

p ( ∧
s = 1

qk

as)，若记 Bk
μ ={as,s = 1,2,⋯,qk}，则 {Bk

μ,
k = 1,2,⋯,p}是所有分布约简形式的集合。

5 实例分析

设 I ≥ =(U,AT⋃{d},F,G) 为区间值模糊序决策信

息系统；U ={x1,x2,⋯,x6}为论域，代表 6个投资对象；
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A ={a1,a2,a3} ，分别代表着市场风险、技术风险、管理

风险；{d}为决策属性，表示风险，其中 3表示“高”，2

表示“中”，1表示“低“。统计数据如表1。

由表1可得到：

[x1]≥A ={x1,x2,x5,x6}
[x2]≥A ={x2,x5,x6}
[x3]≥A ={x2,x3,x4,x5,x6}
[x4]≥A ={x4,x6}
[x5]≥A ={x5}
[x6]≥A ={x6}
[x1]≥d =[x5]≥d ={x1,x5}
[x2]≥d =[x4]≥d ={x1,x2,x4,x5}
[x3]≥d =[x6]≥d ={x1,x2,x3,x4,x5,x6}
显然，R≥

A ⊄ R≥

d 。因此该区间值模糊序决策信息

系统是不协调的。

对于表 1 给出的关于风险投资的区间值模糊序

决策信息系统，求分布约简。

情形1 利用定义6、定义7求解。

在该系统中记：

D1 =[x1]≥d =[x5]≥d
D2 =[x2]≥d =[x4]≥d
D3 =[x3]≥d =[x6]≥d
由分布函数 μA(x) 及其最大分布函数 γA(x) 定义

可得：

μA(x1) = æè ö
ø

13, 12 , 23 ，γA(x1) = 23
μA(x2) = æè ö

ø
16 , 13, 12 ，γA(x2) = 12

μA(x3) = æè ö
ø

16 , 12 , 56 ，γA(x3) = 56
μA(x4) = æè ö

ø
0, 16 , 13 ，γA(x4) = 13

μA(x5) = æè ö
ø

16 , 16 , 16 ，γA(x5) = 16
μA(x6) = æè ö

ø
0,0, 16 ，γA(x6) = 16

当取 B ={a2,a3} 时，容易验证对于 ∀x ∈U ，有

[x]≥A =[x]≥B ，因 此 有 μB(x) = μA(x) 和 γB(x) = γA(x) 。 故

B ={a2,a3} 是个分布协调集，也是个最大分布协调

集。进一步可以计算 {a2}、{a3}均不是分布协调集和最

大分布协调集，因此 B ={a2,a3}是分布约简，是一个最

大分布约简。

容易验证 {a1,a3} 、{a1,a2} 和 {a1} 都不是分布协调

集，也不是最大分布协调集，因此该区间值模糊决策

信息系统只有一个分布约简，也只有一个最大分布

约简，即 {a2,a3}。
情形2 利用定理5求解。

该信息系统的分布辨识矩阵如表2所示。

由定义9可得：

M
μ

≥ AT = a2 ∧ (a1 ∨ a3) ∧ (a1 ∨ a2 ∨ a3) ∧ (a2 ∨ a3) =
a2 ∧ a3

因此 {a2,a3} 是该区间值模糊序决策信息系统的

所有分布约简，而且也是最大分布约简。

这里针对情形2提出如下算法：

算法 区间值模糊序决策信息系统分布约简

输入：区间值模糊序决策信息系统 I ≥ =(U,AT⋃{d},F,G)
输出：分布约简

Table 1 Interval-valued fuzzy ordered decision

information system in venture investment

表1 风险投资的区间值模糊序决策信息系统

U

x1

x2

x3

x4

x5

x6

a1

[0.1,0.3]

[0.3,0.5]

[0.1,0.5]

[0.2,0.7]

[0.3,0.6]

[0.3,0.9]

a2

[0.2,0.3]

[0.2,0.6]

[0.1,0.4]

[0.1,0.5]

[0.3,0.7]

[0.2,0.7]

a3

[0.1,0.4]

[0.2,0.8]

[0.2,0.7]

[0.3,0.7]

[0.2,0.9]

[0.3,0.8]

d

3

2

1

2

3

1

Table 2 Distribution discernibility matrix of interval-

valued fuzzy ordered decision information system

表2 区间值模糊序决策信息系统的分布辨识矩阵

Dis
μ

≥ A

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x1

∅
A

A

A

A

A

x2

∅
∅
∅
a1,a3

A

A

x3

a2

A

∅
A

A

A

x4

a2

A

∅
∅
A

A

x5

∅
∅
∅
a1,a3

∅
a1,a3

x6

∅
∅
∅
∅
a2,a3

∅
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1. Begin

2. for each x ∈ U

3. compute: [x]≥AT //求解论域U 中对象 x的优势类。

4. end

5. for each xi ∈ U //循环辨识矩阵的所有行。

6. for each xj ∈ U //循环辨识矩阵的所有列。

7. Dis
μ

≥ AT (xi,xj)←∅ //初始化对象 xi 和 xj 辨识

项为空集。

8. for each a ∈ AT //循环所有条件属性集求辨

识矩阵。

9. if aL(xi)>aL(xj) or aU(xi)> aU(xj)
10. Dis

μ

≥ AT (xi,xj)←Dis
μ

≥ AT (xi,xj)⋃{a}
11. end

12. end

13. end

14. end

15. M
μ

≥ AT = ∧{∨{ |a a ∈Dis μ

≥ AT (xi,xj) |} ∀xi,xj ∈ U}

16. compute: M
μ

≥ AT 的极小析取范式 M
μ

≥min = ∨p
k = 1
æ
è
ç

ö
ø
÷∧qk

s = 1as

17. return: M
μ

≥min 的所有极小项 //每一个极小项都

是一个约简。

end

算法的时间复杂度如表3所示。

上述情形 1和情形 2所求得的结果是一致的，显

然在该决策问题中技术和管理风险因子是不可缺少

的，但是其时间复杂性不一样。情形 1从定义出发，

时间复杂度较高，不太具有可行性；而情形 2的时间

复杂度为 O((AT + 2)×U 2) 。在这个例子中体现了求

分布约简时，利用情形2求解具有明显的时间优势。

6 结束语

本文在不协调的区间值模糊序决策信息系统中

通过分析分布约简的性质得到了对应的判定定理以

及辨识矩阵，建立了获取这种约简的具体方法，并且

用两种情形对实例进行了对比分析。通过比较可以

知道，本文对分布约简进行了更精确的刻画，可以简

化在时间上的求解过程。
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