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Abstract: In dealing with practical issues, it is generally possible to obtain accurate understanding through the 

refinement of knowledge particles. On the contrary, the problem can be simplified by coarse knowledge particles. 

In this paper, concepts of knowledge resolution and information entropy are introduced to study the resolution 

ability of knowledge in lattice-valued information systems. By some properties, it can be proved that both of them 

gradually become lager with the refinements of knowledge particles, smaller with the coarsening of knowledge 

particles. An instance results show that the greater the knowledge resolution and information entropy is, the 

stronger the ability of knowledge resolution is. Furthermore, the relationship between knowledge resolution and 

information entropy which can be used to reflect the particles of knowledge and the degree of classification in 

lattice-valued information systems states that they are the same. In addition, the influence of knowledge particles 

on knowledge is reflected from the side. These conclusions provide theoretical basis for the knowledge discovery 

of lattice-valued information systems. 
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摘  要: 在处理实际问题时，一般会尽可能通过细化知识颗粒获得精确的认识，相反地，经过粗化知识颗

粒来使问题得以简单化。本文在格值信息系统中引入知识分辨度和信息熵的概念来研究知识的分辨能力。

通过研究它们的有关性质，证明了二者随着知识颗粒的细化逐渐变大，粗化而逐渐变小的结论。通过对实

例的研究得到知识的分辨度和信息熵越大表明知识的分辨能力越强，知识的分辨度和信息熵越小表明知识

的分辨能力越弱。进一步通过它们之间的关系发现知识的分辨度与信息熵是相同的，因此它们都可以用来

反映格值信息系统中知识的颗粒和分类程度，都从侧面反映了格值信息系统中知识颗粒对知识的影响。这

些结论为格值信息系统的知识发现奠定了一定的理论基础。 
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1 格值信息系统 

1.1 预备知识  

粗糙集理论[1-2]是近年发展起来的一种处理不

精确性、不确定性和模糊知识的软计算工具，它已

经在人工智能、故障检测、数据挖掘、医疗诊断、

股票数据分析、模式识别、智能信息处理等领域得

到了普遍的应用。经典粗糙集是以完备信息系统[3]

为研究对象，以等价关系（满足自反性、对称性、

传递性）为基础，通过等价关系对论域分成互不相

交的等价类，划分越细，知识越丰富，信息越充分。 

粗糙集模型[4]中的知识表达是通过信息系统[5]

被认知的。相当于一个关系表，信息系统是一个反

映对象与属性之间关系的数据表。实际上，信息系

统就是一个三元数组 ( , , )U A F ，其中，U 是有限非

空的对象集； A 是有限非空的属性集；F 是一个从

对象到属性的映射。 

在经典的信息系统中，属性值域是单一的实数

域。随着粗糙集理论的发展，又提出了集值信息系

统，即属性值都是集合。接着对属性值域为模糊集

的信息系统进行了研究。这些信息系统的属性值域

都是单一的，而在某些现实问题中，可能出现某些

属性值是实数值，有些是集合值或区间值[6]等。因

此，就顺势提出了背景最为广泛的格值信息系统
[5,7,8]。在此信息系统中若有多个优势关系[9,10]（知

识）生成的多个优势类（知识颗粒），我们可用优

势关系的粗细来叙说。而一个细优势关系生成的知

识颗粒比一个粗优势关系生成的知识颗粒小，我们

就说此时知识分辨能力强。基于此，本文把知识分

辨度与信息熵[11-16]引进到格值信息系统中，通过研

究发现，知识的分辨度越大表明知识的分辨能力越

强，知识的分辨度越小表明知识的分辨能力越弱，

而信息熵有着与之一致的结论。 

1.2 格值信息系统相关定义 

格值信息系统是一种知识表达系统，它区别于

经典的知识表达系统，格值信息系统的属性取值域

均是格值的。下面介绍格值信息系统的相关概念。 

定义 1
[5] 称一个四元数组 ( , , , )L U A V F  为格

值 信 息 系 统 ， 若 1 2{ , , , }nU x x x  为 对 象 集 ，

1 2{ , , , }mA a a a   为属性集， a
a A

V V


  ， aV 是条

件属性 a 的值域，是具有最大元 1 和最小元 0 的有

限格， 表示 aV 上的偏序关系； { : }F f U V  为

对 象 属 性 值 映 射 ， 也 称 信 息 函 数 ， 有

( , ) ,i af x a V a A   。 

注：本文以偏序关系为基础得到一种新的关系：

优势关系。 

设 ( , , , )L U A V F  是一个格值信息系统，对于

仸意属性子集 B A  ，给出二元关系： 

{( , ) : ( , )

( , ), }

A i j i k

j k k

R x x U U f x a

f x a a A

   

  
 

并记 

[ ] { : ( , ) }

{ : ( , ) ( , ), )

i A j i j A

j i j

x x U x x R

x U f x a f x a a A

  

    
 

为 ix 关于条件属性集 A 的偏序类。 

 

2 格值信息系统的知识分辨度 

我们知道序信息系统 [10]中已经发现知识的粒

度可以反映知识的分辨能力，知识的粒度越大表明

知识的分辨能力越弱，知识的粒度越小表明知识的

分辨能力越强。同样的，本节通过知识的粒度来研

究格值信息系统中知识的分辨能力，首先介绍知识

粒度的相关概念，然后再引入知识分辨度的定义。 

定义 2
[16]

 设 ( , , , )L U A V F  为格值信息系统，

R 为 L 上的优势关系。记 

| |

2
1

1
( ) | [ ] |

| |

U

i R
i

GK R x
U

 



   

称 ( )GK R 为知识 R 的粒度。 

定义 3 设 ( , , , )L U A V F  为格值信息系统，R

为 L 上的优势关系。记 

| |

2
1

1
( ) 1 ( ) 1 | [ ] |

| |

U

i R
i

Dis R GK R x
U

  



      
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称 ( )Dis R 为知识 R 的分辨度。 

定理 1（粗糙不变性） 设 ( , , , )L U A V F  为格

值信息系统， R ， S 为 L 上的优势关系。若

| / | | / |U R U S  ，且存在一一对应 : /h U R ，

/U S 使得 | [ ] | | ([ ] ) |R Rx h x  ，则 ( )Dis R  ( )Dis S 。 

证明 由知识粒度的粗糙不变性可知有 

( ) ( )GK R GK S  ，再由定义 3 直接获证。  

推论 1 设 ( , , , )L U A V F  为格值信息系统，R ，

S 为 L 上 的 优 势 关 系 。 若 R S  ， 则

( ) ( )D i s R D i s S  。 

定理 2（单调性） 设 ( , , , )L U A V F  为格值信

息系统，R ，S 为 L 上的优势关系。若 R S  ，

则 ( ) ( )Dis R Dis S  。 

证明  由于 R S  ，故对仸意的 x U ，有

[ ] [ ]R sx x  ，可知 | [ ] | | [ ] |R sx x  。于是有 

| |

2
1

| |

2
1

1
( ) 1 ( ) 1 | [ ] |

| |

1
1 | [ ] | ( )

| |

U

i R
i

U

i S
i

Dis R GK R x
U

x Dis S
U

  



 



   

  



   

即 ( ) ( )Dis R Dis S  。                                                                         

推论 2 设 ( , , , )L U A V F  为格值信息系统，R ，

S 为 L 上 的 优 势 关 系 。 若 R S  ， 则

( ) ( )D i s R D i s S  。 

推论 3 设 ( , , , )L U A V F  为格值信息系统，R ，

S 为 L 上 的 优 势 关 系 。 若 R S  ， 且

( ) ( )D i s R D i s S  ，则 R S  。 

定理 2，推论 2 和推论 3 说明，分辨度随着知

识颗粒的变大，分类的变粗而单调减小，或者随知

识颗粒的变小，分类的变细而单调增加。 

定理 3（最大值） 设 ( , , , )L U A V F  为格值信

息系统， R 为 L 上的优势关系。若 R I  ，则知

识 R 的分辨度达到最大值
1

1
| |U

 。 

证明 由于 / {[ ] { } | }IU I x x x U    ，故有 

| | | |

2 2
1 1

1 1
( ) 1 | [ ] | 1 1

| | | |

1
1

| |

U U

i I
i i

Dis I x
U U

U

 

 

   

 

 
 

即
1

( ) 1
| |

Dis I
U

   。                                                                              

注： / {[ ] { } | }IU I x x x U    ，称优势关系 I 

为单位优势关系。  

定理 4（最小值） 设 ( , , , )L U A V F  为格值信

息系统， R 为 L 上的优势关系。若 R   ，则知

识 R 的分辨度达到最小值 0。 

证明 由于 / {[ ] { } | }U x U x U     ，故有 

| | | |

2 2
1 1

1 1
( ) 1 | [ ] | 1

| | | |

0

U U

i
i i

Dis x U
U U

  

 

   



 
 

即 ( ) 0Dis    。                                                                                      

注： / {[ ] { } | }U x U x U     ，称优势关系 

为论域优势关系。  

定理 5 设 ( , , , )L U A V F  为格值信息系统，R

为 L 上的优势关系。则知识 R 的分辨度满足 

1
0 ( ) 1

| |
Dis R

U

    

1
( ) 1

| |
Dis R

U

   当且仅当 R I  ； ( )Dis R   0 当

且仅当 R   。 

证明 由定理 3，定理 4 直接可得。                                               

定理 5 表明，当 R 由最粗的优势关系变为最

细的单位优势关系时，知识的分辨度由 0 增加到 

1
1

| |U
 。 

定理 6（细化性） 设 ( , , , )L U A V F  为格值信

息系统， R 为 L 上的优势关系。若 'R  是将 /U R

中的某个知识颗粒细化成两个知识颗粒后形成的

新的优势关系，且 '/U R  中其他知识颗粒与 /U R

中相同，则有 '( ) ( )Dis R Dis R  。 

证明：设 /U R 中的某个知识颗粒 [ ]i Rx  分解成
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两个知识颗粒
'[ ]i R

x  和
'[ ]j R

x  ，（不妨设 i j ），其中

' '[ ] [ ] [ ]i R i R j Rx x x    ，且 '[ ] [ ]iR iRx x  ， '[ ] [ ]j R j Rx x  。

于是 

1 2 1

' 1 1

' 1 | |

/ ' {[ ] ,[ ] , ,[ ] ,

[ ] ,[ ] , ,[ ] ,

[ ] ,[ ] , ,[ ] }

R R i R

i R i R j R

j R j R U R

U R x x x

x x x

x x x

   


  
 

  


 





 

因此有 

| |

2
1

1

2 2
1

1

2 2
1

1
( ) 1 | [ ] |

| |

1 1
1 ( | [ ] | | [ ] |

| | | |

1 1
| [ ] | | [ ] |

| | | |

U

i R
i

i

t R i R
t

j

t R j R
t i

Dis R x
U

x x
U U

x x
U U

 




 




 

 

 

  

 







 

| |

2
1

1

'2 2
1

1

'2 2
1

| |

2
1

1
| [ ] |)

| |

1 1
1 ( | [ ] | | [ ] |

| | | |

1 1
| [ ] | | [ ] |

| | | |

1
| [ ] |)

| |

( ' )

U

t R
t j

i

t R i R
t

j

t R j R
t i

U

t R
t j

x
U

x x
U U

x x
U U

x
U

Dis R



 


 




 

 



 





  

 













 

即 '( ) ( )Dis R Dis R  。                                                                           

推论 4 设 ( , , , )L U A V F  为格值信息系统，R

为 L 上的优势关系，且 'R  是将 /U R 中的某个知

识颗粒分解形成的新的优势关系，若 'R R  ，则
'( ) ( )Dis R Dis R  。 

定理 7（粗化性） 设 ( , , , )L U A V F  为格值信

息系统，R 为 L 上的优势关系，若 ''R  是将 /U R

中的某两个知识颗粒粗划成一个知识粒度后形成

的新的优势关系，且 ''/U R  中其他知识粒颗粒与

/U R 中的相同，则有 ''( ) ( )Dis R Dis R  。 

证明  设 /U R 中的某两个知识颗粒 [ ]i Rx  和

[ ]j Rx  合成一个知识颗粒
''[ ]k R

x  （不妨设 ,i j k ），

其中 ''[ ] [ ] [ ]k R i R j Rx x x    ，且 ''[ ] [ ]k R k Rx x  。于是 

1 2

1 '' 1 | |

/ '' {[ ] ,[ ] , ,[ ] , ,[ ] , ,

[ ] ,[ ] ,[ ] ,[ ] }

R R i R j R

k R k R k R U R

U R x x x x

x x x x

    

   
 

   


 

因此有 

| |

2
1

1

2 2
1

| |

2
1

1
( ) 1 | [ ] |

| |

1 1
1 ( | [ ] | | [ ] |

| | | |

1
| [ ] |

| |

U

i R
i

k

t R k R
t

U

t R
t k

Dis R x
U

x x
U U

x
U

 




 





 

 

  









 

1

''2 2
1

| |

2
1

1 1
1 ( | [ ] | | [ ] |

| | | |

1
| [ ] |

| |

( '' )

k

t R k R
t

U

t R
t k

x x
U U

x
U

Dis R


 





 



  







  

即 ( ) ( '' )Dis R Dis R  。                                                                         

推论 5 设 ( , , , )L U A V F  为格值信息系统，R

为 L 上的优势关系，且 ''R  是将 /U R 中的知识颗

粒 合 并 形 成 的新 的 优 势关 系 ， 若 ''R R  ， 则
''( ) ( )Dis R Dis R  。 

由上面结论可知知识颗粒的细化和粗化对知

识分辨度的大小有很大的影响，随着知识颗粒的细

化，知识分辨度变大，当每个知识颗粒中只有一个

元素时，知识分分辨度达到最大值，此时的知识是

最精确的，而随着知识颗粒的粗化，知识分辨度将

逐渐变小，当只有一个知识颗粒即论域本身时，知

识分辨度达到最小值，此时的知识是最粗糙的。因

此在实际问题中要尽可能细化知识颗粒来获得精

确的认识，通过粗化知识颗粒使问题简单化。 

 

3 格值信息系统的知识信息熵 

本节在粗糙集理论中利用集合的补定义了一

种新的熵，用这种方法给出了格值信息系统的信息

熵，并对其性质进行了讨论。 

定义 4 设 ( , , , )L U A V F  为格值信息系统，R

为 L 上的优势关系，记 
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| |

1

| [ ] |1
( ) (1 )

| | | |

U
i R

i

x
E R

U U






   

称 ( )E R 为知识 R 的信息熵。 

定理 8 设 ( , , , )L U A V F  为格值信息系统，R

为 L 上的优势关系，则 R 的信息熵 ( )E R 与知识

粒度 ( )GK R 之间的关系为 

( ) ( ) 1E R GK R    

证明 R 为 L 上的优势关系，且粒度分类为

/ {[ ] | }RU R x x U   ，由定义 4 可得 

| | | | | |

2
1 1 1

| [ ] | | [ ] |1 1
( ) (1 )=

| | | | | | | |

1 ( )

U U U
i R i R

i i i

x x
E R

U U U U

GK R

 


  



  

 

  
 

即 ( ) ( ) 1E R GK R   。                

推论 6 设 ( , , , )L U A V F  为格值信息系统，R

为 L 上的优势关系，则 R 的信息熵 ( )E R 于知识

分辨度 ( )Dis R 之间的关系为 

( ) ( )E R Dis R   

推论 7 设 ( , , , )L U A V F  为格值信息系统，R 、

S 为 L 上的优势关系，则 R 的信息熵满足 

（1）（粗糙不变性）若 | / | | / |U R U S  ，且存

在 一 一 对 应 : / /h U R U S  ， 使 得

| [ ] | | ( [ ] ) |R Rx h x  ，则 ( ) ( )E R E S  。 

（2）（单调性）若 R S  ，则 ( )E R 
 

( )E S 。 

（3）（有界性和最值性）信息熵 ( )E R 满足 

1
0 ( ) 1

| |
E R

U

    

1
( ) 1

| |
E R

U

   当且仅当 R I  ； ( ) 0E R  当且仅

当 R   。 

（4）（细化性）若 'R  是将 /U R 中的某个知

识颗粒细化成两个知识颗粒后形成的新的优势关

系，且 '/U R  中其他知识颗粒与 /U R 中相同，则

有 '( ) ( )E R E R  。 

（5）（粗化性）若 ''R  是将 /U R 中的某两个

知识颗粒粗化成一个知识粒度后形成的新的优势

关系，且 ''/U R  中其他知识粒颗粒与 /U R 中的相

同，则有 ''( ) ( )E R E R  。 

 

4 实例分析 

表 1 给出一个格值信息系统。计算该格值信息

系统中知识 ,A BR R   的分辨度与信息熵。 

Table1 A lattice-valued information system 

表 1 给定格值信息系统 

U  1a  2a  3a  

1x  1 {0,1}  [0.1,0.3]  

2x  3  {0,1}  [0.3,0.7]  

3x  1 {0} [0.3,0.7]  

4x  2  {0} [0.4,0.9] 

5x  3  {0,1,2} [0.3,0.7]  

6x  3  {0,1}  [0.4,0.9] 

 

表 中 { | 1 , 2 , , 6 }iU x i    是 对 象 集 ，

1 2 3{ , , }A a a a  是属性集，并且该格值信息系统是

基于优势关系 R 的，其中 

1

1 1 1

{( , ) :

( , ) ( , ), }

i ja

i j

R x x U U

f x a f x a a A

   

 
 

2

2 2 2

{( , ) :

( , ) ( , ), }

i ja

i j

R x x U U

f x a f x a a A

   

 
 

          

3
3 3

3 3 3

{( , ) : ( ) ( ),

( ) ( ), }

L L
i j i ja

U U
i j

R x x U U a x a x

a x a x a A

    

 

 

故有 

1 1 2 5 6[ ] { , , , }Ax x x x x  ； 2 2 5 6[ ] { , , }Ax x x x  ； 

3 2 3 4 5 6[ ] { , , , , }Ax x x x x x  ； 4 4 6[ ] { , }Ax x x  ； 

5 5[ ] { }Ax x  ； 6 6[ ] { }Ax x  。 

记 1 2{ , }B a a  ，进而得 

1 1 2 5 6[ ] { , , , }Bx x x x x  ； 2 2 5 6[ ] { , , }Bx x x x  ；  

3 1 2 3 4 5 6[ ] { , , , , , }Bx x x x x x x  ；
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4 2 4 5 6[ ] { , , , }Bx x x x x  ； 

5 5[ ] { }Bx x  ； 6 2 5 6[ ] { , , }Bx x x x  。 

显然有 A BR R  。 

下面计算该格值信息系统中知识 ,A BR R   的

分辨度。 

| |

2
1

2

1
( ) 1 | [ ] |

| |

1 5
1 [ (4 3 5 2 1 1)]

96

U

A i R
i

Dis R x
U

 



 

        



 
| |

2
1

2

1
( ) 1 | [ ] |

| |

1 5
1 [ (4 3 6 4 1 3)]

126

U

B i R
i

Dis R x
U

 



 

        



 

显然有 ( ) ( )A ADis R Dis R  。 

（1） 该格值信息系统中知识 ,A BR R   的信息熵。 

| |

1

| [ ] |1
( ) (1 )

| | | |

U
i R

A
i

x
E R

U U






 
 

1 4 3 5 2
[(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

6 6 6 6 6

1 1 5
(1 ) (1 )]

6 6 9

       

    

| |

1

| [ ] |1
( ) (1 )

| | | |

U
i R

B
i

x
E R

U U






 

 
1 4 3 6

[(1 ) (1 ) (1 )
6 6 6 6

4 1 3 5
(1 ) (1 ) (1 )]

6 6 6 12

     

        

对比分辨度和信息熵的计算结果可知有 

( ) ( )A AE R Dis R  ; ( ) ( )B BE R Dis R  ；

( ) ( )A BE R E R  。 

由这个实例证实了分辨度与知识粒度，信息

熵与知识粒度，分辨度与信息熵的关系，而且知识

的分辨度与信息熵是相同的，因此它们都可以用来

反映格值信息系统中知识的颗粒和分类程度，分辨

度与信息熵则从侧面反映了格值信息系统中知识

颗粒对知识的影响。 

 

5  结束语 

生产生活中许多信息系统是基于优势关系建

立起来的。梁吉业等人成功地建立了经典粗糙集下

信息系统的熵理论。本文把知识分辨度、知识信息

熵引入到格值信息系统中，研究了它们各自的性质，

并讨论了它们之间的关系，证明了二者随着知识颗

粒的细化而单调增加，粗化而单调减小的结论，而

且知识的分辨度与信息熵是相同的。进一步用具体

的实例验证了知识分辨度和信息熵的性质以及关

系，保证了其准确性。 
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