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摘 要：为了进一步将模糊集合理论引入到三支概念分析中，在模糊形式背景下研究了属性导出模糊三支概念与对

象导出模糊三支概念，将已有的经典三支概念拓展到了模糊三支概念中，对完善三支概念理论有重要意义 . 首先，

在模糊形式背景下，结合模糊集合理论将对象与属性的关系用隶属度表示 . 然后，用阈值 α以及三支决策思想，将外

延（内涵）分为正域，负域，边界域三个部分 . 其次，提出了两种模糊三支概念（属性导出三支概念与对象导出三支概

念）的相关定义和重要定理 . 最后，结合实例详细解释了模糊三支概念在实际生活中的应用 . 模糊三支概念分析理

论在非经典的背景下为粒计算、人工智能、机器学习等提供了可行的思路 .
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Fuzzy three⁃way concept analysis and fuzzy three⁃way concept lattice
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Abstract: The attribute⁃induced fuzzy three⁃way concept and object⁃induced fuzzy three⁃way concept is studied in order
to further introduce the fuzzy sets theory into the three ⁃way concept analysis under the fuzzy form context. This paper
extends the classical three⁃way concept to the fuzzy three⁃way concept,which is of great significance to improve the three
⁃way concept theory. Firstly,the relationship between object and attribute is expressed by membership degree combined
with the fuzzy sets theory under the fuzzy form context. Then we use threshold α and three⁃way decisions to divide the
extension (intension) into three parts: positive domain, negative domain and boundary domain. Next,we proposed the
relevant definitions and important theorems of two kinds of fuzzy three⁃way concepts(the attribute induced fuzzy three⁃
way concept and the object induced fuzzy three ⁃way concept). Finally, this paper explains in detail the application of
fuzzy three⁃way concept in real life with examples. Fuzzy three⁃way concept analysis theory provides feasible ideas for
granular computing,artificial intelligence,machine learning and so on under the fuzzy context.
Key words: three ⁃way decisions, three ⁃way concept analysis, fuzzy form context, fuzzy sets theory, fuzzy three ⁃way

concept analysis

三支决策（Three⁃way Decision）是一种基

于符合人类认知的决策模式，是二支决策的一

种扩展［1-2］. 人们在面对问题时，除了接受和拒

绝，还有第三个选择（延迟决策），即，在作出决
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策的时候，决策者对有充分把握接受或者拒绝

的情况可以作出快速准确的判断，而对于不能

准确判断的情况，则通常会推迟决策的时间 .
可见，三支决策是人类解决问题时的一种常见

方法，在日常生活中应用广泛 . 三支决策的基

本思想则是通过给定的标准将一个集合分成三

个不相交的子集，这三个不相交的子集分别称

为正域、负域和边界域 . 从正域中可以得到接

受规则，从负域中可以得到拒绝规则，从边界域

中可以得到不承诺规则 . 近年来，这一新的理

论得到了越来越多的关注，并在计算机科学、信

息科学、管理科学、工程科学、社会科学、医疗决

策等诸多领域和学科中得到了广泛应用［3-5］.
形式概念分析是一种基于形式背景（For⁃

mal Context）进行数据处理和知识表示的数学

工具，是 Ganter and Wille［6］在 1982年提出的一

种表示形式概念（Formal concept）的模型，被广

泛应用于数据挖掘、信息检索、机器学习、人工

智能等领域［7-9］. 然而，在形式概念分析中通常

只能得到二支决策，而非三支决策，即，对于每

一个形式概念，只能确定一个对象是否拥有内

涵中的所有元素或者一个属性是否被外延中的

所有元素共享［10］. 实际上，对于一个形式背景

的补背景也能得到一个对象是否不拥有任何内

涵中的任意元素或者一个属性不被外延中任何

对象具有等信息，但是这些信息并没有反应在

形式概念中［11］. Qi et al［12］将三支决策理论应用

到形式概念分析中，提出了三支概念分析理

论 . 三支概念分析的两个关键组成部分是三支

概念与三支概念格 . 由三支决策思想可知，正

域、负域、边界域为全集的一个划分，因此三支

决策只需要刻画正域和负域两部分 . 属性导出

三支概念的外延由正域和负域两部分组成，这

两部分在形式背景中表示内涵中的属性被对象

“共同拥有”和“共同不拥有”. 对象导出三支概

念的内涵也由正域和负域两部分组成，这两部

分在形式背景中表示对象“共同拥有”和“共同

不拥有”内涵中的属性［13-15］.
Zadeh［16］在 1975年创立了一种描述模糊现

象的方法：模糊集合论 . 与经典集合不同，模糊

集合论将待考察的对象及反映它的模糊概念作

为一个模糊集合，通过建立适当的隶属函数并

对模糊集合定义有关变换和运算来对模糊对象

进行分析 . 在实际应用中，对象与属性之间的

关系是模糊的，经典的三支形式概念分析并不

能表达模糊的信息 . 为了解决这个问题，将模

糊集合理论与三支概念分析相结合是一条可行

的思路 . 到目前为止，模糊三支概念分析还没

有系统的研究，但很多学者将模糊理论与形式

概念分析相结合，提出了模糊形式概念分析，为

建立发展模糊三支概念分析提供了充分的理论

基础 . Burusco and Fuentes⁃González［17］提出了

L⁃模糊形式背景（L⁃fuzzy Context），用高、中、

低这样的语言术语表示不确定性 . 但是这种定

义方法没有固定的标准，并且在对象集合较大

时产生的概念格会引起组合爆炸 . 胡明涵等［18］

将不确定信息直接用隶属度表示，这样由模糊

形式概念分析产生的模糊概念格就更简单，并

且能支持概念间相似度的计算 . 刘宗田等［19］提

出了模糊形式背景中属性隶属度值的窗口截取

方法，定义了模糊概念的模糊参数 σ和 λ，给出

了模糊概念格渐进式构造算法，并推导出了模

糊参数 σ和 λ的渐进式计算公式 .
本文首先在预备知识中介绍了形式概念分

析、三支概念分析和模糊集合理论的相关知识，

然后提出模糊正算子、模糊负算子的定义并通

过两个算子得到模糊三支算子 . 其次提出模糊

三支算子的相关定理，而后由模糊三支算子定

义了两种模糊三支概念，进而得到属性导出模

糊三支概念格和对象导出模糊三支概念格并证

明了模糊三支概念格为完备格，并给出一个例

子来解释模糊三支概念在生活中的应用 .

1 预备知识

1. 1 形式概念分析基本理论

定义 1

［20］ 设 F=(G，M，I )为一个形式背

景，其中 G={ x 1，x2，x 3，⋯，xn }为对象集，M=
{ a1，a2，a3，⋯，an }为属性集，I为 G与M之间的

·· 538



第 4期 龙柄翰，徐伟华：模糊三支概念分析与模糊三支概念格

二元关系为 I ⊆ G × M. 若 x ∈ G，a ∈ M，记

xIa或 ( x，a ) ∈ I当且仅当对象 x具有属性 a或

者属性 a被对象 x拥有 .
对 于 形 式 背 景 F=(G，M，I )，X ⊆ G，

A ⊆ M，Ganter and Wille［20］定义如下“*”算子：

X * = { a|a ∈ M,∀x ∈ X,( x,a ) ∈ I } (1)
A* = { x|x ∈ G,∀a ∈ A,( x,a ) ∈ I } (2)

文献［20］详细解释了这对算子的相关性

质，本文不再赘述 .
定义 2

［20］ 设 F=(G，M，I )为一个形式背

景，X ⊆ G，A ⊆ M. 若 X * = A且 A* = X，则称

( X，A )为一形式概念 . 其中，X和A分别为形式

概念 ( X，A )的外延与内涵 .
定理 1 若 F=(G，M，I )为 一 个 形 式 背

景 . 记：

FL (G,M,I )= { ( X,A ) |X= A*,A= X * }
定义偏序关系≤为：

( X 1,A 1 ) ≤ ( X 2,A 2 ) ⇔ X 1 ⊆ X 2 ( ⇔ A 1 ⊇ A 2 )
则 ( FL (G，M，I )，≤ )为一个完备格，称为形式

背景 F=(G，M，I )上的概念格 . 它们的下确界

和上确界分别为：

( X 1,A 1 ) ∧ ( X 2,A 2 )= ( X 1 ∩ X 2,( A 1 ∪ A 2 )** ) (3)
( X 1,A 1 ) ∨ ( X 2,A 2 )= (( X 1 ∪ X 2 )**,A 1 ∩ A 2 ) (4)
1. 2 三支概念分析 Qi et al［12］将三支决策的

思想应用到了形式概念分析中，构建出三支概

念分析 .
定义 3

［12］ 设 F=(G，M，I )为一个形式背

景，X ⊆ G，A ⊆ M. 若：

X *̄ = { a|a ∈ M,∀x ∈ X,( x,a ) ∉ I } (5)
A*̄ = { x|x ∈ G,∀a ∈ A,( x,a ) ∉ I } (6)

定义 1中的“*”称为正算子，“ *̄”称为负算

子 . 结合正算子 *与负算子 *̄，定义在 X与 A上

的一对三支算子 ⋖：
X ⋖ = ( X *,X *̄ ),A⋖ = ( A*,A*̄ ) (7)

对于以上三支算子，可以逆定义算子 ⋗为
( X,Y )⋗ = { a ∈ M |a ∈ X *,a ∈ Y *̄ } (8)
( A,B )⋗ = { x ∈ G |x ∈ A*,x ∈ B *̄ } (9)

定义 4

［12］ 设 F=(G，M，I )为 一 个 形 式

背景，X，Y ⊆ G，A ⊆ M. 如果 A⋖ = ( X，Y )且

( X，Y )⋗ = A，则称 ( ( X，Y )，A )为属性导出三

支概念，简称 AE⁃概念（Attribute Induce Three⁃
way Concept）. 其中，( X，Y )叫作AE⁃概念的外

延，A叫作AE⁃概念的内涵 .
将由形式背景 F=(G，M，I )生成的所有

AE⁃概念的集合用AEL (G，M，I )表示 . 对于：

( ( X,Y ),A ),( (W,Z ),B ) ∈ AEL (G,M,I )
定义其偏序关系如下：

( ( X,Y ),A ) ≤ ((W,Z ),B ) ⇔
( X,Y ) ⊆ (W,Z ) ⇔ B ⊆ A (10)

其中，( ( X，Y )，A )叫作 ( (W，Z )，B )的亚概念，

( (W，Z )，B ) 叫 作 ( ( X，Y )，A ) 的 超 概 念 .
AEL (G，M，I )在如下定义的偏序关系≤下是

一个完备格，称之为 AE⁃概念格 . 其中，上确界

和下确界分别为：

( ( X,Y ),A ) ∨ ( (W,Z ),B )=
(( ( X,Y ) ∪ (W,Z ) )⋗⋖,A ∩ B ) (11)

( ( X,Y ),A ) ∧ ( (W,Z ),B )=
(( X,Y ) ∩ (W,Z ),( A ∪ B )⋖⋗ ) (12)

相似的，对象导出三支概念（OE ⁃概念）被

定义 .
定义 5

［12］ 设 F=(G，M，I )为 一 个 形 式

背景，A，B ⊆ M，X ⊆ G. 如果 X ⋖ = ( A，B )且
( A，B )⋗ = X，则称 ( X，( A，B ) )为对象导出三支

概念，简称 OE ⁃概念（Object Induce Three⁃way
Concept）. 其中 X叫作 OE⁃概念的外延，( A，B )
叫作OE⁃概念的内涵 .

将由形式背景 F=(G，M，I )生成的所有

OE⁃概念的集合用AEL (G，M，I )表示 . 对于：

( X,( A,B ) ),(Y,(C,D ) ) ∈ AEL (G,M,I )
定义其偏序关系如下：

( X,( A,B ) ) ≤ (Y,(C,D ) ) ⇔
X ⊆ Y ⇔ (C,D ) ⊆ ( A,B ) (13)

其中，( X，( A，B ) )叫作 (Y，(C，D ) )的亚概念，

而 (Y，(C，D ) )则 叫 作 ( X，( A，B ) )的 超 概 念 .
OEL (G，M，I )在如下定义的偏序关系≤下是

一个完备格，称之为 OE ⁃概念格 . 上确界和下

确界分别为：
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( X,( A,B ) ) ∨ (Y,(C,D ) )=
(( X ∪ Y )⋖⋗,( A,B ) ∩ (C,D ) ) (14)

( X,( A,B ) ) ∧ (Y,(C,D ) )=
(( X ∩ Y ),( ( A,B ) ∪ (C,D ) )⋗⋖ ) (15)

容易看出，对象导出三支概念（OE ⁃概念）

与属性导出三支概念（AE⁃概念）为对偶概念 .
1. 3 模糊集合基本理论 Zadeh［16］在 1975年
提出了模糊集合论用来描述模糊现象，本节主

要介绍模糊集合理论的基本定义与相关性质 .
定义 6

［16］ 给 定 一 个 论 域 U，μA 为 U 到

[ 0，1 ]的一个映射 U → [ 0,1 ],则 μA 称为 U上

的一个模糊集，或 U的一个模糊子集 . 模糊集

也可以记为 A，映射函数 μA ( ∗ )或 A ( ∗ )为模糊

集 A 的 隶 属 度 函 数 . 对 于 ∀x ∈ U，μA ( x )或
A ( x )称为对象 x关于模糊集A的隶属度 .

定义 7

［16］ Zadeh模糊集合的并集、交集和

补集运算的隶属度分别被定义为：

( A ∪ B ) ( x )= A ( x ) ∨ B ( x )=
max ( A ( x ),B ( x ) ) (16)

( A ∩ B ) ( x )= A ( x ) ∧ B ( x )=
min ( A ( x ),B ( x ) ) (17)

Ac ( x )= 1- A ( x ) (18)

2 模糊三支概念分析与模糊三支

概念格

将 Zadeh［16］的模糊集合理论与三支形式概

念分析相结合即可形成模糊三支形式概念分

析，进而构造模糊三支概念格 .
定义 8 模糊形式背景 设 F͂=(G，M，I ͂ )为

一个模糊形式背景 . 其中，G为所有对象的集

合，M为所有属性的集合，I ͂为一个在域 G × M

上 定 义 的 模 糊 集 . 对 于 ∀ ( x，a ) ∈ G × M 有

0 ≤ μ ( x，a ) ≤ 1.
定 义 9 给 定 一 个 模 糊 形 式 背 景 F͂=

(G，M，I ͂ ) 以 及 一 个 阈 值 α，X ⊆ G，A ⊆ M.
φ ( X )和 φ ( A )为 X与 A上的模糊集 . 定义模糊

正算子 *͂为：

X *͂ = { ( a,μ ( X,a ) ) |a ∈ M,∀x ∈ X,
μ ( x,a ) ≥ α } (19)

φ ( X )*͂={ a|a∈M,∀x∈X,μ ( x,a )≥ α }(20)
A*͂ = { ( x,μ ( X,a ) ) |x ∈ G,∀a ∈ A,

μ ( x,a ) ≥ α } (21)
φ ( A )*͂={ x|x∈G,∀a∈A,μ ( x,a )≥ α }(22)
模糊负算子为：

X *͂̄ = { ( a,μ ( X,a ) ) |a ∈ M,∀x ∈ X,
μ ( x,a ) < α } (23)

φ ( X )*͂̄={ a|a∈M,∀x∈X,μ ( x,a )< α } (24)
A *͂̄ = { ( x,μ ( X,a ) ) |x ∈ G,∀a ∈ A,

μ ( x,a ) < α } (25)
φ ( A )*͂̄={ x|x∈G,∀a∈A,μ ( x,a )< α }(26)
结合正算子 *͂与负算子 *͂̄，定义在 X与 A上

的一对模糊三支算子 ⋖：
X ⋖ = ( X *͂,X *͂̄ ),A⋖ = ( A*͂,A *͂̄ ) (27)

对于以上三支算子，可以逆定义算子 ⋗为：

(φ ( X ),φ (Y ) )⋗ =
{ a ∈ M |a ∈ φ ( X )*͂,a ∈ φ (Y )*͂̄ } (28)

(φ ( A ),φ ( B ) )⋗ =
{ x ∈ G |x ∈ φ ( A )*͂,x ∈ φ ( B )*͂̄ } (29)

定义 10 给 定 一 个 模 糊 形 式 背 景 F͂=
(G，M，I ͂ )和一个阈值 α，X，Y ⊆ G，A ⊆ M. 记：

φ ( X )= { ( x 1,μA ( x 1 ) ),( x2,μA ( x2 ) ),
( x 3,μA ( x 3 ) ),⋯,( xn,μA ( xn ) ) },xi ∈ X

其中，

μA ( x )= μa1 ( x ) ∩ μa2 ( x ) ∩ ⋯ ∩ μan ( x )
若：

A⋖ = (φ ( X )，φ (Y ) )
且：

(φ ( X )，φ (Y ) )⋗ = A

则称 ( (φ ( X )，φ (Y ) )，A )为属性导出模糊三支

概念，简称模糊 AE ⁃概念 . 其中 (φ ( X )，φ (Y ) )
叫作模糊 AE ⁃概念的外延，A叫作模糊 AE ⁃概
念的内涵 .

定 理 2 给 定 一 个 模 糊 形 式 背 景 F͂=
(G，M，I ͂ )以及一个阈值 α，A，A 1，A 2 ⊆ M为属
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性子集，X，X 1，X 2 ⊆ G为对象子集，则下列结

论成立：

（1）A 1 ⊆ A 2 ⇒ A 2
⋖ ⊆ A 1

⋖；

（2）X 1 ⊆ X 2 ⇒ X 2
⋖ ⊆ X 1

⋖；

（3）A ⊆ A⋖⋗，X ⊆ X ⋖⋗；

（4）A⋖ = A⋖⋗⋖，X ⋖ = X ⋖⋗⋖；

（5）( ∪
i ∈ I
A i )⋖ = ∩

i ∈ I
A i

⋖，( ∪
i ∈ I
X i )⋖ = ∩

i ∈ I
X i

⋖，其

中，I是指标集合的任一子集 .
证 明 仅证明结论（1）和结论（5），其余

类似 .
结论（1）：令 A 2

⋖ = ( A 2
*͂，A 2

*͂̄ )，设任意 x 1 ∈
A 2

*͂，x2 ∈ A 2
*͂̄. 对任意 a ∈ A 2，有 μ ( x 1，a ) ≥ α，

μ ( x2，a ) < α. 因 为 A 1 ⊆ A 2，所 以 对 任 意

b ∈ A 1，均 有 μ ( x 1，b ) ≥ α，μ ( x2，b ) < α，即

x 1 ∈ A 1
*͂，x2 ∈ A 1

*͂̄.
结论（5）：令

( ∪
i ∈ I
A i )⋖ = (( ∪

i ∈ I
A i )*͂,( ∪

i ∈ I
A i )*͂̄ )

∩
i ∈ I
A i

⋖ = ∩
i ∈ I
( Ai

*͂,Ai
*͂̄ )= ( ∩

i ∈ I
A i

*͂,∩
i ∈ I
A i

*͂̄ )

要证：

( ∪
i ∈ I
A i )⋖ = ∩

i ∈ I
A i

⋖

只需证：

( ∪
i ∈ I
A i )*͂ = ∩

i ∈ I
A i

*͂；( ∪
i ∈ I
A i )*͂̄ = ∩

i ∈ I
A i

*͂̄

任 取 x 1 ∈ ( ∪
i ∈ I
A i )*͂，x2 ∈ ( ∪

i ∈ I
A i )*͂̄，则 对 任

意 a ∈ ∪
i ∈ I
A i，均有 μ ( x 1，a ) ≥ α，μ ( x2，a ) < α.

因为对任意 k ∈ I，均有 Ak ⊆ ∪
i ∈ I
A i，由结论（1）

可知 ( ∪
i ∈ I
A i )⋖ ⊆ Ak

⋖，所以 x 1 ∈ Ak
*͂，x2 ∈ Ak

*͂̄.

由 k的任意性可知 x 1 ∈ ∩
i ∈ I
A i

*͂，x2 ∈ ∩
i ∈ I
A i

*͂̄. 因

此 ，( ∪
i ∈ I
A i )*͂ ⊆ ∩

i ∈ I
A i

*͂；( ∪
i ∈ I
A i )*͂̄ ⊆ ∩

i ∈ I
A i

*͂̄. 即

( ∪
i ∈ I
A i )⋖ ⊆ ∩

i ∈ I
A i

⋖. 反 之 ，若 x 1 ∈ ∩
i ∈ I
A i

*͂，

x2 ∈ ∩
i ∈ I
A i

*͂̄，则 对 任 意 k ∈ I，均 有 x 1 ∈ Ak
*͂，

x2 ∈ Ak
*͂̄. 对 任 意 a ∈ Ak，有 μ ( x 1，a ) ≥ α，

μ ( x2，a ) < α. 由 k 的 任 意 性 可 知 ，任 意

a ∈ ∪
i ∈ I
A i，均有 μ ( x 1，a ) ≥ α，μ ( x2，a ) < α. 因

此，x 1 ∈ ( ∪
i ∈ I
A i )*͂，x2 ∈ ( ∪

i ∈ I
A i )*͂̄.

综上，( ∪
i ∈ I
A i )⋖ = ∩

i ∈ I
A i

⋖成立 .

同理，可证 ( ∪
i ∈ I
X i )⋖ = ∩

i ∈ I
X i

⋖.

定义 11 设 F͂=(G，M，I ͂ )为模糊形式背

景 . AEFL (G，M，I )表示由模糊形式背景 F͂=
(G，M，I ͂ )生成的所有模糊 AE⁃概念的集合 . 对
任意

( (φ ( X ),φ (Y ) ),A ),( (φ (W ),φ ( Z ) ),B ) ∈
AEFL (G,M,I )

定义其偏序关系如下：

( (φ ( X ),φ (Y ) ),A ) ≤ ((φ (W ),φ ( Z ) ),B ) ⇔
(φ ( X ),φ (Y ) ) ⊆ (φ (W ),φ ( Z ) ) ⇔ B ⊆ A

其 中 ，( (φ ( X )，φ (Y ) )，A ) 叫 作 ( (φ (W )，
φ ( Z ) ),B )的亚概念，( (φ (W )，φ ( Z ) )，B )叫作

( (φ ( X )，φ (Y ) )，A )的超概念 .
定理 3 设 F͂=(G，M，I ͂ )为 模 糊 形 式 背

景，AEFL (G，M，I )为所有模糊 AE ⁃概念的集

合 . 则AEFL (G，M，I )在偏序关系≤下是一个

完备格，称之为模糊AE⁃概念格 . 对任意

( (φ ( X ),φ (Y ) ),A ),( (φ (W ),φ ( Z ) ),B ) ∈
AEFL (G,M,I )

其下确界和上确界分别为：

( (φ ( X ),φ (Y ) ),A ) ∧ ( (φ (W ),φ ( Z ) ),B )=
((φ ( X ),φ (Y ) ) ∩ (φ (W ),φ ( Z ) ),( A ∪ B )⋖⋗ )
( (φ ( X ),φ (Y ) ),A ) ∨ ( (φ (W ),φ ( Z ) ),B )=
(( (φ ( X ),φ (Y ) ) ∪ (φ (W ),φ ( Z ) ) )⋗⋖,A ∩ B )

证 明 首先证明下确界 .
( A ∪ B )⋖⋗ = ( A⋖ ∩ B⋖ )⋗ =

(φ ( X ),φ (Y ) ) ∩ (φ (W ),φ ( Z ) )⋗ =
(φ ( X ) ∩ φ (W ),φ (Y ) ∩ φ ( Z ) )⋗ =
(φ ( X ∩ W ),φ (Y ∩ Z ) )⋗

对任意 x ∈ X ∩ W，y ∈ Y ∩ Z，有：

μ (A ∪ B )⋖⋗ ( x )= min
a ∈ ((A ∪ B )⋖⋗ )

μ ( x,a )

μ (A ∪ B )⋖⋗ ( y )= min
a ∈ ((A ∪ B )⋖⋗ )

μ ( y,a )
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所以，

( (φ ( X ),φ (Y ) ) ∩ (φ (W ),φ ( Z ) ),( A ∪ B )⋖⋗ )
为一个模糊概念 . 因为：

( X，Y ) ∩ (W，Z ) ⊆ ( X，Y )
且：

( X，Y ) ∩ (W，Z ) ⊆ (W，Z )
所以：

( (φ ( X ),φ (Y ) ) ∩ (φ (W ),φ ( Z ) ),( A ∪ B )⋖⋗ ) ≤
((φ ( X ),φ (Y ) ),A )

又由于：

( (φ ( X ),φ (Y ) ) ∩ (φ (W ),φ ( Z ) ),( A ∪ B )⋖⋗ ) ≤
((φ (W ),φ ( Z ) ),B )

所以，

( (φ ( X ),φ (Y ) ) ∩ (φ (W ),φ ( Z ) ),( A ∪ B )⋖⋗ )
是下界 .

对 任 意 下 界 ( (φ ( X ' )，φ (Y ' ) )，A' )，有

X ' ⊆ X，Y ' ⊆ Y且 X ' ⊆ W，Y ' ⊆ Z，即：

( (φ ( X ' ),φ (Y ' ) ),A' )≤
((φ ( X ),φ (Y ) )∩ (φ (W ),φ ( Z ) ),( A ∪ B )⋖⋗ )
综 上 ，( (φ ( X )，φ (Y ) ) ∩ (φ (W )，φ ( Z ) )，

( A ∪ B )⋖⋗为下确界 .
同理，可证上确界成立 .
定义 12 给 定 一 个 模 糊 形 式 背 景 F͂=

(G，M，I ͂ )及一个阈值 α，X ⊆ G，A，B ⊆ M. 记：

φ ( A )= { ( a1,μa1 ( X ) ),( a2,μa ( X ) ),( a3,μa ( X ) ),
⋯,( an,μa ( X ) ) },ai ∈ X

其中，

μa ( X )= μa ( x 1 ) ∩ μa ( x2 ) ∩ ⋯ ∩ μa ( xn )
若：

X ⋖ = (φ ( A )，φ ( B ) )
且：

(φ ( A )，φ ( B ) )⋗ = X

则称 ( X，(φ ( A )，φ ( B ) ) )为对象导出模糊三支

概念，简称模糊 OE⁃概念 . 其中，X叫作模糊

OE⁃概念的外延，(φ ( A )，φ ( B ) )叫作模糊 OE⁃

概念的内涵 .
定义 13 设 F͂=(G，M，I ͂ )为模糊形式背

景 ，OEFL (G，M，I ͂ ) 表 示 由 形 式 背 景 F͂=
(G，M，I ͂ )生成的所有模糊 OE⁃概念的集合 . 对

任意

( ( X,(φ ( A ),φ ( B ) ) ),(Y,(φ (C ),φ ( D ) ) ) ) ∈
OEFL (G,M,I ͂ )

定义其偏序关系如下：

( X,(φ ( A ),φ ( B ) ) ) ≤ (Y,(φ (C ),φ ( D ) ) ) ⇔
X ⊆ Y ⇔ (φ (C ),φ ( D ) ) ⊆ (φ ( A ),φ ( B ) )

其 中 ，( X，(φ ( A )，φ ( B ) ) ) 叫 作 (Y，(φ (C )，
φ ( D ) ) ) 的 亚 概 念 ，(Y，(φ (C )，φ ( D ) ) ) 叫 作

( X，(φ ( A )，φ ( B ) ) )的超概念 .
定理 4 设 F͂=(G，M，I ͂ )为 模 糊 形 式 背

景，OEFL (G，M，I ͂ )表示由模糊形式背景 F͂=
(G，M，I ͂ )生成的所有模糊 OE⁃概念的集合 . 则
OEFL (G，M，I )在偏序关系≤下是一个完备

格，称之为模糊OE⁃概念格 . 对任意

( ( X,(φ ( A ),φ ( B ) ) ) ∨ (Y,(φ (C ),φ ( D ) ) ) ∈
OEFL (G,M,I ͂ )

其下确界和上确界分别为：

( X,(φ ( A ),φ ( B ) ) ) ∧ (Y,(φ (C ),φ ( D ) ) )=
( X ∩ Y,( (φ ( A ),φ ( B ) ) ∪ (φ (C ),φ ( D ) ) )⋗⋖ )

( X,(φ ( A ),φ ( B ) ) ) ∨ (Y,(φ (C ),φ ( D ) ) )=
(( X ∪ Y )⋖⋗,(φ ( A ),φ ( B ) ) ∩ (φ (C ),φ ( D ) ) )

证 明 与定理 2类似，不再详细证明 .
例 1 F͂=(G，M，I ͂ )为 一 个 模 糊 形 式 背

景，如表 1所示 . G={ x 1，x2，x 3，x 4，x 5 }为对象

集，表示五只小球 .M={ a，b，c }表示小球的三

个特征集，分别为大的，红色，光滑 .
取阈值 α= 0.6，由表 1可得属性导出模糊

三支概念（模糊 AE⁃概念）的外延与内涵 (表 2）.
取阈值 α= 0.6，由表 1可得对象导出模糊三支

概念（模糊OE⁃概念）的外延与内涵，如表 3所示 .

表 1 模糊形式背景

Table 1 A fuzzy context

x1

x2

x3

x4

x5

a

0. 76

0. 31

0. 27

0. 46

0. 97

b

0. 82

0. 69

0. 31

0. 95

0. 03

c

0. 43

0. 38

0. 76

0. 79

0. 18
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由全部属性导出模糊三支概念（模糊 AE⁃
概 念）得 到 的 模 糊 AE ⁃概 念 格 如 图 1 所

示，由全部对象导出模糊三支概念（模糊OE⁃概
念）得到的模糊OE⁃概念格如图 2所示 .

通过例 1可以直观地了解模糊三支概念的

具体表现形式并清晰地展示模糊三支概念的构

造原理 . 表 1是需要构造模糊三支概念的模糊

形式背景 . 每个小球与它的特征都不是经典的

{ 1，0 }（属于与不属于）关系，而是由隶属度表示

的 . 从表 2和图 1可以看出，每个概念的外延中

的元素都是由对象集和它的隶属度表示的；从

表 3和图 2可以看出，每个概念的内涵中的元素

都是由属性集和它的隶属度表示的 . 模糊三支

概念将三支决策理论、形式概念分析和模糊集

合巧妙地集合在一起，将外延中的元素分为正

域、负域、边界域并将概念用模糊集合表示 . 例
如，从表 2的 AE 5中可以看出，x 1关于 { a，b }隶
属度为 0. 76，大于阈值 0. 6，因此可以认为 x 1在
相当大的程度上同时具有属性 a，b，即小球 1又
大 又 红 . 同 样 的 ，x 3 关 于 { a，b }的 隶 属 度 为

0. 27，小于阈值 0. 6，因此可以认为 x 3基本同时

不具有属性 a，b，即小球 3既不大也不红 .

图 1 模糊 AE⁃概念格

Fig. 1 The fuzzy AE⁃concept lattice

表 2 属性导出模糊三支概念（模糊 AE-概念）的外延与内涵

Table 2 The extension and connotation of fuzzy three⁃way concept (fuzzy AE⁃concept) induced by attributes

AE 1

AE 2

AE 3

AE 4

AE 5

AE 6

AE 7

AE 8

外 延

(G,G )

(( { x1,0.76 },{ x5,0.97 } ),( { x2,0.31 },{ x3,0.27 },{ x4,0.46 } ) )

(( { x1,0.82 },{ x2,0.69 },{ x4,0.95 } ),( { x3,0.31 },{ x5,0.03 } ) )

(( { x3,0.76 },{ x4,0.79 } ),( { x1,0.43 },{ x2,0.38 },{ x5,0.18 } ) )

(( { x1,0.76 } ),( { x3,0.27 } ) )

(( { x4,0.79 } ),( { x5,0.03 } ) )

( ϕ,( { x2,0.31 } ) )

( ϕ,ϕ )

内 涵

ϕ

a

b

c

{ a,b }

{ b,c }

{ a,c }

M

表 3 对象导出模糊三支概念（模糊OE⁃概念）的外延

与内涵

Table 3 The extension and connotation of fuzzy three

⁃way concept (fuzzy OE⁃concept) induced by objects

OE 1

OE 2

OE 3

OE 4

OE 5

OE 6

OE 7

OE 8

OE 9

OE 10

OE 11

OE 12

OE 13

OE 14

OE 15

内 涵

(M,M )

(( { a,0.76 },{ b,0.82 } ),( { c,0.43 } ) )

(( { b,0.69 } ),( { a,0.31 },{ c,0.38 } ) )

(( { c,0.76 } ),( { a,0.27 },{ b,0.31 } ) )

(( { b,0.95 },{ c,0.79 } ),( { a,0.46 } ) )

(( { a,0.97 },{ b,0.03 } ),( { c,0.18 } ) )

(( { b,0.69 } ),( { c,0.38 } ) )

(( { a,0.76 } ),( { c,0.18 } ) )

(( { b,0.69 } ),( { a,0.31 } ) )

(( { c,0.76 } ),( { a,0.27 } ) )

( ϕ,( { b,0.03 } ) )

(( { b,0.69 } ),ϕ )

( ϕ,( { c,0.18 } ) )

( ϕ,( { a,0.27 } ) )

( ϕ,ϕ )

外 延

ϕ

x1

x2

x3

x4

x5

{ x1,x2 }

{ x1,x5 }

{ x2,x4 }

{ x3,x4 }

{ x3,x5 }

{ x1,x2,x4 }

{ x1,x2,x5 }

{ x2,x3,x4 }

G
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3 结束语

模糊三支概念分析与模糊三支概念格在实

际应用中有很大的应用价值，在文本处理、知识

表达、数据挖掘及信息检索等许多应用领域中

具有巨大的潜力 . 在实际应用中，大多数信息

都是模糊的、复杂的、不确定的 . 传统的形式概

念分析以及三支概念理论并不能有效地处理这

些模糊的、复杂的、不确定的信息 . 本文结合形

式概念分析、三支决策、模糊集合理论，对模糊

三支概念格以及模糊三支概念分析进行了详细

的探讨，提出几个关于模糊三支概念分析的重

要定理，并给出了相关证明 . 下一步将对模糊

概念格进行概念聚类，结合多粒度思想进行模

糊三支概念分析，提出简单高效的算法构建模

糊三支概念格 . 相信模糊三支概念分析理论将

在粒计算、人工智能、机器学习等领域得到越来

越广泛的应用 .
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