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摘要: 目前，三支形式概念分析只适用于传统的形式背景，无法处理模糊环境中的形式背

景。为了解决这个问题，文中结合三支形式概念分析与模糊集理论，提出了模糊三支算子

及其逆算子，并对其相关重要性质进行了研究。在此基础上，定义了两类模糊三支概念，

即属性导出模糊三支概念和对象导出模糊三支概念。随后，以对象导出的模糊三支概念

为例，讨论了模糊三支概念的概念认知学习方法，实现了不完备模糊三支概念的认知学

习。最后，为了更好地解释和理解所提出的理论，文中进行了案例分析并设计了认知学习

算法，通过数值实验验证了所提出方法的有效性，进一步丰富了三支形式概念分析和概念

认知学习理论。
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Abstract: At present，the three-way formal concept analysis is only applicable to the traditional formal con-
text，and can't deal with the formal context in the fuzzy environment． In order to solve this problem，this pa-
per combines the three-way formal concept analysis with the theory of fuzzy set，proposes the fuzzy three-way
operator and its inverse operator，and studies its related important properties． On this basis，two kinds of fuzzy
three-way concepts are defined，namely attribute-induced fuzzy three-way concepts and object-induced fuzzy
three-way concepts． Then，taking the object-induced fuzzy three-way concept as an example，the concept-cog-
nitive-learning approach to the fuzzy three-way concept is discussed，and the cognitive learning of the incom-
plete fuzzy three-way concept is realized in the environment． Finally，in order to explain and illustrate precise-
ly the proposed theory，the paper gives a case study and designs an algorithm，at the same time，it uses some
data sets for experimental evaluation． These results further enrich the theory of three-way formal concept analy-
sis and concept-cognitive learning．
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概念一词来源于哲学，是外延与内涵的统一。
概念一般被认为由外延和内涵构成，其中概念的

外延是指这个概念所覆盖的对象范围，即该概念

所覆盖的特征所反映的对象，而概念的内涵是指

这个概念具体涵义，即该概念所覆盖的对象指向

的特征。随着科学技术的发展，尤其是大数据科

学和人工智能的兴起，概念认知学习理论( con-
cept-cognitive learning，下文简称 CCL) 逐渐成为了

认知科学、脑科学、计算机科学等领域的研究热

点。狭义来说，CCL 可以看为形式概念分析与认

知计算相结合的一个新的研究方向。CCL 的主要

思想是指通过具体的认知模型从给定线索中进行

概念学习，以揭示人脑概念学习的系统性规律。
早在 2007 年，张和徐［1］提出了基于粒计算的概念

认知模型，且实验表明该模型是可行的［2 － 3］。这

一研究逐步引起了同行专家的广泛关注，并取得

了非常好的研究成果［2，4 － 26］。
众所周知，形式概念分析［27］是 Wille 于 1982

年提出的，为我们从形式背景中获得认知概念提

供了有效的数学基础。概念格作为形式概念分析

的核心工具，又称概念格理论，简称概念格。到目

前为止，对概念格的研究已经取得了很大的成果，

如概念格的构造［28 － 29］、概念格的属性约简［30 － 33］

以及概念格与模糊集［34 － 36］、粗糙集［37］，粒度计

算［38 － 40］，认知计算［3，6］等的组合。然而，过高的

概念格构建成本，导致概念认知学习效率低下。
粒计算方法［6］可以有效地解决这一问题。从信

息粒化的角度出发，徐等［2］研究了从任意信息粒

向充分、必要、充要信息粒的转化方法，实现了概

念的认知学习。徐和李［3］在模糊数据集中提出

了概念的双向学习方法。
另外，加拿大学者姚［24］于 2009 年提出了三

支决策的概念。近年来，形式概念分析与三支决

策的交叉研究受到了学者们的广泛关注。姚［41］

研究了不完备形式背景下的三支形式概念分析方

法。任和魏［42］ 讨论了三支概念格的属性约简。
李等人［43］利用辨别矩阵在不完备背景下寻找约

简集，简化了三支概念格的知识单元。这些构造

方法实现了形式概念分析中的三支决策，统称为

三支概念分析。除了三支概念分析，概念格和三

支决策，还 有 另 一 种 组 合 模 式，即 三 支 概 念 学

习［7］。与三支概念分析的结构化法不同，三支概

念学习主要是通过公理化的方法将三支决策思想

融入到概念学习中。李等［7］从认知的角度研究

了多粒度三支概念学习方法。此外，由于三支概

念学习往往涉及到多源数据环境，黄等［25］在多源

数据环境下研究了三支概念学习的加权信息融合

方法。石等［23］提出了一种基于决策背景的 CCL
模型，在动态环境下实现了概念的增量学习。

在实际应用过程中，除了传统的形式背景还

存在许多的模糊形式背景。另外，在模糊环境中

学习三支概念是一个非常有意义的研究课题。受

此启发，本文提出了模糊三支形式概念分析方法，

研究了模糊三支概念的认知学习问题。

1 预备知识

本节对形式概念分析的基本概念，如三支形

式概念分析和模糊形式概念进行了简要的回顾。
更详细的描述可以在文献［27，44-46］中找到。

形式概念分析是由 Wille 提出的一种从形式

背景中进行数据分析和规则提取的有用的工具。
一个形如 ( U，A，I) 的数据表被称作一个形式背

景，其中 U 是对象集，A 是属性集，I 是 U 和 A 之间

的二元关系。在一个( U，A，I) 中，x∈ U，a∈ A，

( x，a) ∈ I 说明 x 拥有 a 或者 a 被 x 拥有。( x，a)  I
说明 x没有 a或者 a不被 x拥有。为了简便，通常分

别使用“I( x，a) = 1”和“I( x，a) = 0”表示( x，a)

∈ I 和( x，a)  I。
定义 1 设( U，A，I) 是一个形式背景，X 

U，B A，一对对偶算子“* ”被定义为

X* = { a∈ A | I( x，a) = 1，x∈ X} ，

B* = { x∈ U | I( x，a) = 1，a∈ B}。
同时，X* 和 B* 的补集被定义为

～ X* = { a∈ A | I( x，a) = 0，x∈ X} ，

～ B* = { x∈ U | I( x，a) = 0，a∈ B}。
性质 1 设( U，A，I) 是一个形式背景，X，X1，

X2 U，B，B1，B2 A，对偶算子“* ”存在以下性

质。
1) X1  X2X2

*  X1
* ，B1  B2B2

* 
B1

* ;

2) X X＊＊，B B＊＊ ;
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3) X* = X＊＊＊，B* = B＊＊＊ ;

4) X B* B X* ;

5) ( X1 ∪ X2 ) * = X1
* ∩ X2

* ，( B1 ∪ B2 ) *

= B1
* ∩ B2

* ;

6) ( X1 ∩ X2 ) *  X1
* ∪ X2

* ，( B1 ∩ B2 ) *

 B1
* ∪ B2

* 。
在形式背景( U，A，I) 中，对任意的 X  U

和 B A，如果X* = B且X = B* ，那么( X，B) 被

称为一个概念，其中 X 是概念的外延，B 是概念的

内涵。
一般的，( U，A，I) 中所有概念构成了概念格

L( U，A，I) 。L( U，A，I) 中 任 意 的 ( X1，B1 ) ，( X2，

B2 ) 存在排序( X1，B1 ) ≤ ( X2，B2 ) X1 X2B1

 B2，其中( X1，B1 ) 是( X2，B2 ) 的子概念，( X2，

B2 ) 是( X1，B1 ) 的超概念。如果 L( U，A，I) 中的概

念满足法则
( X1，B1 ) ∧ ( X2，B2 ) = ( X1∩ X2，( B1∪ B2 )

＊＊ ) ，

( X1，B1 ) ∨ ( X2，B2 ) = ( ( X1∪ X2 )
＊＊，B1∩ B2 ) 。

那么，L( U，A，I) 被称作完备的概念格。
在文献［45］中，为了构造三支概念，对偶算

子“* ”被称作正算子，下面给出负算子“* ”的

定义。
定义2 设( U，A，I) 是一个形式背景，XU，

B A，负算子“* ”的定义如下
X* = { a∈ A | I( x，a) = 0，x∈ X} ，

B* = { x∈ U | I( x，a) = 0，a∈ B}。
显然，( U，A，I) 的负算子即为 ( U，A，Ic ) 的正算

子。同时，“* ”拥有与“* ”相同的性质。
定义3 设( U，A，I) 是一个形式背景，X，Y

U，B，C A。结合正算子“* ”和负算子“* ”给出

三支算子及其逆算子的定义如下
X↑ = ( X* ，X* ) ，B↑ = ( B* ，B* ) ;

( X，Y) ↓ = { a∈ A | a∈ X* 且 a∈ Y* } ，

( B，C) ↓ = { x∈ U | x∈ B* 且 x∈ C* }。
有 关 三 支 算 子 及 其 逆 算 子 的 性 质 可 以 在 文 献

［45］中找到。
定义4 设( U，A，I) 是一个形式背景，X，Y

U，B，C A。若( X，Y) ↓ = B 且( X，Y) = B↑，则称
( ( X，Y) ，B) 为属性导出三支概念，简称 AE-概

念，其中( X，Y) 是( ( X，Y) ，B) 的外延，B 是( ( X，

Y) ，B) 的内涵。若 X↑ = ( B，C) 且 X = ( B，C) ↓，

则称( X，( B，C) ) 为对象导出三支概念，简称 OE-
概念，其中 X 是( X，( B，C) ) 的外延，( B，C) 是

( X，( B，C) ) 的内涵。

形式背景( U，A，I) 中所有 AE-概念构成了属

性导出三支概念格 AEL( U，A，I) 。AEL( U，A，I) 中

任意两个( ( X，Y) ，B) ，( ( W，Z) ，C) 存在排序为

( ( X，Y) ，B) ≤ ( ( W，Z) ，C)

( X，Y)  ( W，Z)

B C，

其中: ( ( X，Y) ，B) 是 ( ( W，Z) ，C) 的 子 概 念，

( ( W，Z) ，C) 是 ( ( X，Y) ，B) 的 超 概 念。如 果
AEL( U，A，I) 中的 AE-概念满足法则:

( ( X，Y) ，B) ∧ ( ( W，Z) ，C) =
( ( X，Y) ∩ ( W，Z) ，( B∪ C) ↑↓ ) ，

( ( X，Y) ，B) ∨ ( ( W，Z) ，C) =
( ( ( X，Y) ∪ ( W，Z) ) ↓↑，B∩ C) 。

那么 AEL( U，A，I) 是完备的。同样的，对象导出三

支概念格 OEL( U，A，I) 及其相关性质可以类似得

到。
除了传统的形式背景，现实生活中还存在模

糊形式背景。基于此，Burusco 和 Fuentes-Gonzlez
提出了模糊概念格。设( U，A，珓I) 是一个模糊形式

背景，其中 U 是对象集，A 是属性集，
珓I = { ＜ ( x，a) ，μ珓I( x，a) ＞ | ( x，a) ∈ U × A} ，

μ珓I ( x，a) : U × A→［0，1］。
定义 5 设( U，A，珓I) 是一个模糊形式背景，X

 U，珘A，珘B F( A) ，对偶算子“* ”定义为
X* = 珘A = { ＜ a，μX ( a) ＞ | a∈ A} ，
珘B* = { x∈ U | 珓I( x，b) ≥ 珘B( b) ，b∈ B} ，

其中 μX ( a) = ∧
x∈X
珓I( x，a) ，若 b B，则珘B( b) = 0。

可以证明此处的对偶算子“* ”与定义 1 中的对

偶算子具有相同的性质。
模糊形式背景( U，A，珓I) 中，对于 X U，珘B 

F( A) 。若 X* = 珘B 且 X = 珘B* ，则称( X，珘B) 为模糊

形式概念，简称模糊概念。

2 模糊三支形式概念分析

在模糊形式背景( U，A，珓I) 中，模糊概念有三

种情形: 模糊概念的外延模糊，但是其内涵是经典

的; 模糊概念的内涵模糊，但是其外延是经典的;

模糊概念的外延和内涵均是模糊的。本文所提出

的模糊三支形式概念同样也存在这三种情况，本

文主要研究第三种情况，即模糊三支形式概念的

外延和内涵均是模糊的。
定义 6 设( U，A，珓I) 是一个模糊形式背景，珘X

 F( U) ，珘B F( A) ，一对正对偶算子“↑”定义
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为
珘X↑ = { ＜ a，μX ( a) ＞ | x∈ X，
珓I( x，a) ≥ 珘X( x) } ，

珘B↑ = { ＜ x，μB ( x) ＞ | b∈ B，
珓I( x，b) ≥ 珘B( b) }。

其中:

μX ( a) = ∧
x∈X
珓I( x，a) ，μB ( x) = ∧

b∈B
珓I( x，b) 。

性质 2 设( U，A，珓I) 是一个模糊形式背景，
珘X，珘X1，珘X2  F( U) ，珘B，珘B1，珘B2  F( A) ，正对偶算子

“↑”存在以下性质:

1) 珘X1  珘X2珘X2
↑  珘X1

↑，

珘B1  珘B2珘B2
↑  珘B1

↑ ;

2) 珘X 珘X↑↑，珘B 珘B↑↑ ;

3) 珘X↑ = 珘X↑↑↑，珘B↑ = 珘B↑↑↑ ;

4) 珘X 珘B↑珘B 珘X↑ ;

5) ( 珘X1 ∪ 珘X2 ) ↑ = 珘X1
↑ ∩ 珘X2

↑，

( 珘B1 ∪ 珘B2 ) ↑ = 珘B1
↑ ∩ 珘B2

↑ ;

6) ( 珘X1 ∩ 珘X2 ) ↑  珘X1
↑ ∪ 珘X2

↑，

( 珘B1 ∩ 珘B2 ) ↑  珘B1
↑ ∪ 珘B2

↑。

证 明 1) 通过定义 6 可知: 珘X↑1 = { ＜ a，

μX1 ( a) ＞ | x∈ X1，珓I( x，a) ≥ 珘X1 ( x) } 以及 珘X↑2
= { ＜ a，μX2 ( a) ＞ | x∈X2，珓I( x，a) ≥珘X2 ( x) }。

因为珘X1珘X2，所以珘X1 ( x) ≤珘X2 ( x) 且X1X2。对
x∈ X2，珓I( x，a) ≥珘X2 ( x) ≥珘X1 ( x) 且 μX2 ( a) ≤

μX1 ( a) 。因此 珘X2
↑  珘X1

↑，类似可证 珘B1  珘B2
珘B2
↑  珘B1

↑。
2) 根据定义 6 可得: 珘X↑ = 珘B = { ＜ a，

∧
x∈X
珓I( x，a) ＞ | x ∈ X，I( x，a) ≥ 珘X( x) } ，珘X↑↑

= 珘B↑ = { ＜ x，∧
a∈B
珓I( x，a) ＞ | a∈ B，I( x，a)

≥ 珘B( a) }。显然，珘X 珘X↑↑。类似地 珘B 珘B↑↑。
3) 通过性质 1) 和 2) 可以证明。
4) 根据性质1) 和2) 可知，珘X珘B↑珘B↑↑ 

珘X↑ 且珘B珘B↑↑ 珘X↑。类似地，若珘B珘X↑，则珘X
珘B↑。因此，珘X 珘B↑珘B 珘X↑。

5) 根据定义 6 可知，

( 珘X1 ∪ 珘X2 ) ↑ =
{ ＜ a， ∧

x∈( X1∪X2)
珓I( x，a) ＞ | x∈ ( X1 ∪ X2 ) ，

珓I( x，a) ≥ ( 珘X1 ( x) ∨ 珘X2 ( x) ) } =
{ ＜ a， ∧

x∈( X1∪X2)
珓I( x，a) ＞ | x∈ ( X1 ∪ X2 ) ，

珓I( x，a) ≥ 珘X1 ( x) 且珓I( x，a) ≥ 珘X2 ( x) } =
{ ＜ a，∧

x∈X1
珓I( x，a) ＞ | x∈X1，珓I( x，a) ≥珘X1 ( x) }

∩ { ＜ a，∧
x∈X2
珓I( x，a) ＞ | x∈X2，珓I( x，a) ≥

珘X2 ( x) } = 珘X↑1 ∩ 珘X↑2
类似地，( 珘B1 ∪ 珘B2 ) ↑ = 珘B1

↑ ∩ 珘B2
↑。

6) 显然，珘X1∩珘X2珘X1 且珘X1∩珘X2珘X2。通过

性质 1) 可证( 珘X1 ∩ 珘X2 ) ↑  珘X↑1 ∪ 珘X↑2 。类似地，

( 珘B1 ∩ 珘B2 ) ↑  珘B1
↑ ∪ 珘B2

↑。
在模糊形式背景 ( U，A，珓I) 中，珘X  F( U) ，珘B

 F( A) ，( 珘X，珘B) 被称为模糊形式概念当且仅当
珘X↑ = 珘B 且珘X = 珘B↑，其中珘X 是( 珘X，珘B) 的外延，珘B 是
( 珘X，珘B) 的内涵。显然( 珘X↑↑，珘X↑ ) 和( 珘B↑，珘B↑↑ ) 是

两个模糊形式概念。这里的模糊形式概念是第 3
种情形，即外延和内涵均是模糊的。

类似于三支形式概念，为了构造模糊三支形

式概念，下面给出负对偶算子“↓”的定义。
定义 7 设( U，A，珓I) 是一个模糊形式背景，珘X

 F( U) ，珘B F( A) ，一对负对偶算子“↓”定义

为
珘X↓ = { ＜ a，μc

X ( a) ＞ | x∈ X，
珓Ic ( x，a) ≥ 珘X( x) } ，

珘B↓ = { ＜ x，μc
B ( x) ＞ | b∈ B，

珓Ic ( x，b) ≥ 珘B( b) }。
其中:

μc
X ( a) = ∧

x∈X
珓Ic ( x，a) ，μc

B ( x) = ∧
b∈B
珓Ic ( x，b) 。

性质 3 设( U，A，珓I) 是一个模糊形式背景，
珘X，珘X1，珘X2  F( U) ，珘B，珘B1，珘B2  F( A) ，负对偶算子
“↓”存在以下性质:

1) 珘X1  珘X2珘X2
↓  珘X1

↓，珘B1  珘B2珘B2
↓ 

珘B1
↓ ;

2) 珘X 珘X↓↓，珘B 珘B↓↓ ;

3) 珘X↓ = 珘X↓↓↓，珘B↓ = 珘B↓↓↓ ;

4) 珘X 珘B↓珘B 珘X↓ ;

5) ( 珘X1 ∪ 珘X2 ) ↓ = 珘X1
↓ ∩ 珘X2

↓，

( 珘B1 ∪ 珘B2 ) ↓ = 珘B1
↓ ∩ 珘B2

↓ ;

6) ( 珘X1 ∩ 珘X2 ) ↓  珘X1
↓ ∪ 珘X2

↓，

( 珘B1 ∩ 珘B2 ) ↓  珘B1
↓ ∪ 珘B2

↓。
证 明 证明过程类似于性质 2，在此不再

赘述。
结合本节提出的正对偶算子“↑”和负对偶

算子“↓”可以得到模糊三支算子“”。
定义 8 设( U，A，珓I) 是一个模糊形式背景，珘X

 F( U) ，珘B F( A) 。根据正对偶算子“↑”和负

对偶算子“↓”给出模糊三支算子“”的定义为
珘X = ( 珘X↑，珘X↓ ) ，珘B = ( 珘B↑，珘B↓ ) 。
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根据珘X = ( 珘X↑，珘X↓ ) ，对于每一个珘XF( U)

可以得到F( A) 的一对子集。然后属性集A被分为

以下三个模糊域: 模糊正域槇PosA珘X = 珘X↑ ; 模糊负域

槇NegA
珘X = 珘X↓ ; 模糊边界域槇BndA

珘X = A － ( 珘X↑ ∪珘X↓ ) 。

槇PosA珘X 中的每一个属性被珘X 中所有元素所共享并伴

随着一个确定的隶属度。槇NegA
珘X 中的每一个属性均

不被珘X 中所有元素所共享并伴随着一个确定的隶

属度。槇BndA
珘X 中的属性被 珘X 中部分元素共享并伴随

着一个确定的隶属度。

注 1 若 珘X = ，则槇PosA 槇= NegA
 = A。即

 = ＜ A，A ＞。
类似地，根据珘B = ( 珘B↑，珘B↓ ) ，对于每一个珘B

F( A) 可以得到F( U) 的一对子集。然后对象集

U 被分为以下三个模糊域: 模糊正域槇PosU珘B = 珘B↑ ;

模糊负域槇NegU
珘B = 珘B↓ ; 模糊边界域槇BndU

珘B = U －

( 珘B↑ ∪ 珘B↓ ) 。槇PosU珘B 中的每一个对象均拥有 珘B 中所

有元素并伴随着一个确定的隶属度。槇NegU
珘B 中的每

一个对象都不拥有珘B 中所有元素并伴随着一个确

定的隶属度。槇BndU
珘B中的对象拥有 珘B 中部分元素并

伴随着一个确定的隶属度。

注 2 若 珘B = ，则槇PosU 槇= NegU
 = U。即

 = ＜ U，U ＞。
定义 9 设( U，A，珓I) 是一个模糊形式背景，

珘X，珘Y F( U) ，珘B，珘C F( A) ，给出模糊三支算子的

逆算子“”的定义为

( 珘X，珘Y)  =
{ ＜ a，min{∧

x∈X
珓I( x，a) ，∧

x∈Y
珓Ic( x，a) } ＞ | x∈X，

珓I( x，a) ≥ 珘X( x) 且x∈ Y，珓Ic ( x，a) ≥
珘Y( x) } = 珘X↑ ∩ 珘Y↓，

( 珘B，珘C)  =
{ ＜ x，min{∧

b∈B
珓I( x，b) ，∧

b∈C
珓Ic( x，b) } ＞ | b∈B，

珓I( x，b) ≥ 珘B( b) 且b∈ C，珓Ic ( x，b) ≥
珘C( b) } = 珘B↑ ∩ 珘C↓。
性质 4 设( U，A，珓I) 是模糊形式背景，珘X，珘Y，

珟W，珘Z F( U) ，珘B，珘C，珟D，珘G F( A) ，模糊三支算子

“”及其逆算子“”存在以下性质。
L1) 珘X珘Y珘Y  珘X ，珘B 珘C珘C  珘B ;

L2) 珘X 珘X，珘B 珘B ;

L3) 珘X = 珘X，珘B = 珘B ;

L4) 珘X ( 珘B，珘C) ( 珘B，珘C)  珘X ;

L5) ( 珘X∪珘Y)  = 珘X ∩ 珘Y，

( 珘B∪ 珘C)  = 珘B ∩ 珘C ;

L6) ( 珘X∩珘Y)   珘X ∪ 珘Y，

( 珘B∩ 珘C)   珘B ∪ 珘C ;

U1) ( 珘X，珘Y)  ( 珟W，珘Z) ( 珟W，珘Z)   ( 珘X，珘Y) ，

( 珘B，珘C)  (珟D，珘G) (珟D，珘G)   ( 珘B，珘C)  ;

U2) ( 珘X，珘Y)  ( 珘X，珘Y) ，

( 珘B，珘C)  ( 珘B，珘C)  ;

U3) ( 珘X，珘Y)  = ( 珘X，珘Y) ，

( 珘B，珘C)  = ( 珘B，珘C)  ;

U4) ( 珘X，珘Y)  珘B( 珘B ( 珘X，珘Y)  ;

U5) ( (珘X，珘Y) ∪ (珟W，珘Z) )  = (珘X，珘Y)  ∩ (珟W，珘Z) ，

( (珘B，珘C) ∪ (珘D，珘G) )  = (珘B，珘C)  ∩ (珘D，珘G) ;

U6) ( (珘X，珘Y) ∩ (珟W，珘Z) )   (珘X，珘Y)  ∪ (珟W，珘Z) ，

( (珘B，珘C) ∩ (珘D，珘G) )   (珘B，珘C)  ∪ (珘D，珘G) 。
证 明 根据性质 2 和性质 3，性质 L1) ～

U6) 很容易证明。
定义 10 设( U，A，珓I) 是模糊形式背景，珘X，珘Y

 F( U) ，珘B F( A) ，( ( 珘X，珘Y) ，珘B) 被称作属性导

出模糊三支概念当且仅当( 珘X，珘Y)  = 珘B 且( 珘X，珘Y)

= 珘B。为了简便，( ( 珘X，珘Y) ，珘B) 被称为 AEF-概念，

其中，( 珘X，珘Y) 是 ( ( 珘X，珘Y) ，珘B) 的 外 延，珘B 是 ( ( 珘X，
珘Y) ，珘B) 的内涵。

通过定义 10 和性质 4 可知，( ( 珘X，珘Y) ，( 珘X，
珘Y)  ) 和( 珘B，珘B ) 是两个 AEF-概念。

模糊形式背景( U，A，珓I) 中所有的 AEF-概念

构成了属性导出模糊三支概念格 AEFL( U，A，珓I) ，

AEFL( U，A，珓I) 中 任 意 两 个 ( ( 珘X，珘Y) ，珘B) ，( ( 珟W，
珘Z) ，珘C) 存在排序为

( ( 珘X，珘Y) ，珘B) ≤ ( ( 珟W，珘Z) ，珘C)

( 珘X，珘Y)  ( 珟W，珘Z)

珘B 珘C，

其中( ( 珘X，珘Y) ，珘B) 是( ( 珟W，珘Z) ，珘C) 的子概念，( ( 珟W，
珘Z) ，珘C) 是( ( 珘X，珘Y) ，珘B) 的超概念。如果 AEFL( U，

A，珓I) 中的 AEF-概念满足法则

( ( 珘X，珘Y) ，珘B) ∧ ( ( 珟W，珘Z) ，珘C) =
( ( 珘X，珘Y) ∩ ( 珟W，珘Z) ，( 珘B∪ 珘C)  ) ，

( ( 珘X，珘Y) ，珘B) ∨ ( ( 珟W，珘Z) ，珘C) =
( ( ( 珘X，珘Y) ∪ ( 珟W，珘Z) ) ，珘B∩ 珘C) 。

那么 AEFL( U，A，珓I) 是完备的。
性质 5 对于两个 AEF-概念( ( 珘X，珘Y) ，珘B) 和

( ( 珟W，珘Z) ，珘C) ，( ( 珘X，珘Y) ∩ ( 珟W，珘Z) ，( 珘B∪珘C)  ) 和

( ( ( 珘X，珘Y) ∪ ( 珟W，珘Z) ) ，珘B∩珘C) 也是AEF-概念。
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证 明 通过性质 4 可以证明。
定义 11 设( U，A，珓I) 是模糊形式背景，珘X 

F( U) ，珘B，珘C F( A) ，( 珘X，( 珘B，珘C) ) 被称作对象导

出模糊三支概念当且仅当 X = ( 珘B，珘C) 且 珘X =
( 珘B，珘C) 。为了简便，( 珘X，( 珘B，珘C) ) 被称为 OEF-概

念，其中，珘X 是( 珘X，( 珘B，珘C) ) 的外延，( 珘B，珘C) 是( 珘X，

( 珘B，珘C) ) 的内涵。
通过定义 11 和性质 4 可以知道，( 珘X，珘X )

和( ( 珘B，珘C) ，( 珘B，珘C)  ) 是两个 OEF-概念。
模糊形式背景( U，A，珓I) 中所有的 OEF-概念

构成了对象导出模糊三支概念格 OEFL( U，A，珓I) ，

OEFL( U，A，珓I) 中任意两个( 珘X，( 珘B，珘C) ) ，( 珘Y，( 珟D，
珘G) ) 存在排序为

( 珘X，( 珘B，珘C) ) ≤ ( 珘Y，( 珟D，珘G) )

珘X珘Y
( 珘B，珘C)  ( 珟D，珘G) ，

其中: ( 珘X，( 珘B，珘C) ) 是( 珘Y，( 珟D，珘G) ) 的子概念，( 珘Y，

( 珟D，珘G) ) 是( 珘X，( 珘B，珘C) ) 的超概念。如果OEFL( U，

A，珓I) 中的 OEF-概念满足法则:

( 珘X，( 珘B，珘C) ) ∧ ( 珘Y，( 珟D，珘G) ) =
( 珘X∩珘Y，( ( 珘B，珘C) ∪ ( 珟D，珘G) )  ) ，

( 珘X，( 珘B，珘C) ) ∨ ( 珘Y，( 珟D，珘G) ) =
( ( 珘X∪珘Y) ，( 珘B，珘C) ∩ ( 珟D，珘G) ) 。

那么 OEFL( U，A，珓I) 是完备的。
性质 6 对于两个 OEF-概念( 珘X，( 珘B，珘C) ) 和

( 珘Y，( 珟D，珘G) ) ，( 珘X∩珘Y，( ( 珘B，珘C) ∪ ( 珟D，珘G) )  ) 和

( ( 珘X∪珘Y) ，( 珘B，珘C) ∩ ( 珟D，珘G) ) 也是OEF-概念。
证 明 通过性质 4 可以证明。

3 模糊数据环境中的三支概念认知
学习方法

第2 节中研究了模糊三支概念中内涵与外延

之间的关系。认知过程中，对象和属性的转换过程

可以用模糊三支算子及其逆算子来反映。当对象

与属性统一时，就可以把握事物的某种性质或规

律。
在大多数情况下，( U，A，珓I) 没有确定的模糊

三支概念。换句话说，在( U，A，珓I) 中不能直接获得

满足 珘X = ( 珘B，珘C) 和 ( 珘B，珘C)  = 珘X 的 ( 珘X，( 珘B，
珘C) ) 。为了解决一些实际问题，需要通过具体的方

法从已有的线索中学习不完备模糊三支概念。在

这一节中，以 OEF-概念的概念学习为例，通过第

2 节中提出的模糊三支算子及其逆算子提出了一

种模糊形式背景下的三支概念认知学习 ( CCL)

方法。
定义 12 设( U，A，珓I) 是一个模糊形式背景，

给定模糊三支算子“”及其逆算子“”。对于任

意的( 珘X，( 珘B，珘C) ) ，可以通过以下两个集合进行区

分:

Φ = { (珘X，(珘B，珘C) ) | (珘B，珘C) 珘X，珘X (珘B，珘C) } ，

Ω = { (珘X，(珘B，珘C) ) | 珘X  (珘B，珘C) ，(珘B，珘C)  珘X}。
若( 珘X，( 珘B，珘C) ) ∈ Φ，则称( 珘X，( 珘B，珘C) ) 为一个必

要模糊三支概念。若( 珘X，( 珘B，珘C) ) ∈ Ω，则称( 珘X，

( 珘B，珘C) ) 为一个充分模糊三支概念。若( 珘X，( 珘B，
珘C) ) ∈Φ∩Ω，则称( 珘X，( 珘B，珘C) ) 为一个充要模糊

三支概念。若( 珘X，( 珘B，珘C) ) Φ∪ Ω，则称( 珘X，( 珘B，
珘C) ) 为一个模糊三支对。事实上，在形式背景中，

一个充要模糊三支概念通常被称为模糊三支概

念。除了形式背景中的充要模糊三支概念外，所有

其他类型的模糊三支概念统称为不完备模糊三支

概念。值得一提的是，这里的不完备模糊三支概念

不同于文献［5］ 中的不完备形式概念。
综上所述，在形式背景中有 4 种类型的模糊

三支概念。在概念学习过程中，由于出现充要模

糊三支概念的概率很小，可以忽略，因此在学习开

始时可以得到普通的模糊三支对、必要模糊三支

概念和充分模糊三支概念。需要从不完备模糊三

支概念中学习模糊三支概念。学习机制有以下四

种情况。
Case 1 从普通模糊三支对中学习必要模糊

三支概念;

Case 2 从普通模糊三支对中学习充分模糊

三支概念;

Case 3 从必要模糊三支概念中学习充要模

糊三支概念;

Case 4 从充分模糊三支概念中学习充要模

糊三支概念。
接下来，将介绍模糊形式背景中模糊三支概

念的学习机制。
Case 1 设( U，A，珓I) 是一个模糊形式背景，

Φ 是必要模糊三支概念的集合。对于一个模糊三

支对( 珘X，( 珘B，珘C) ) ，以下性质成立。
1) ( 珘X∩ ( 珘B，珘C) ，( 珘B，珘C) ∪ 珘X ) ∈ Φ;

2) ( 珘X∪ ( 珘B，珘C) ，( 珘B，珘C) ∩ 珘X ) ∈ Φ;

3) ( ( 珘B，珘C) ，( 珘B，珘C) ∩ 珘X ) ∈ Φ;

4) ( 珘X∩ ( 珘B，珘C) ，珘X ) ∈ Φ;

5) ( 珘X，( 珘B，珘C) ∩ 珘X ) ∈ Φ;
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6) ( 珘X∩ ( 珘B，珘C) ，( 珘B，珘C)  ) ∈ Φ。
证 明 1) 根据性质 4 可知，珘X珘X，( 珘B，

珘C)  ( 珘B，珘C) 。则 珘X ∪ ( 珘B，珘C)  珘X ∪ ( 珘B，
珘C)  ［珘X ∩ ( 珘B，珘C) ］ 且 珘X ∩ ( 珘B，珘C)  
珘X∩ ( 珘B，珘C)  = ［珘X∪ ( 珘B，珘C) ］。根据定义12
可知，( 珘X∩ ( 珘B，珘C) ，( 珘B，珘C) ∪ 珘X ) ∈ Φ。

2) 根据性质4 可知，珘X珘X，( 珘B，珘C)  ( 珘B，
珘C) 。则 珘X ∩ ( 珘B，珘C) 珘X ∩ ( 珘B，珘C)  = ［珘X
∪ ( 珘B，珘C) ］ 且珘X∪ ( 珘B，珘C)  珘X ∪ ( 珘B，珘C) 

［珘X∩ ( 珘B，珘C) ］。根据定义12可知，( 珘X∪ ( 珘B，
珘C) ，( 珘B，珘C) ∩ 珘X ) ∈ Φ。

3) 根据性质 4 可知，( 珘B，珘C)  ( 珘B，珘C) ，则

( 珘B，珘C)   珘X ∪ ( 珘B，珘C)  ［珘X ∩ ( 珘B，珘C) ］

且珘X ∩ ( 珘B，珘C)  ( 珘B，珘C)  ( 珘B，珘C) 。根据定义

12 可知，( ( 珘B，珘C) ，( 珘B，珘C) ∩ 珘X ) ∈ Φ。
4) 根据性质 4 可知，珘X  珘X，则 珘X ∩ ( 珘B，

珘C)   珘X珘X 且珘X  珘X ∪ ( 珘B，珘C)  ［珘X
∩ ( 珘B，珘C) ］。根据定义12 可知，( 珘X∩ ( 珘B，珘C) ，
珘X ) ∈ Φ。

5) 根据性质 4 可知，珘X  ( 珘B，珘C)  ∪ 珘X

［( 珘B，珘C) ∩ 珘X］ 且 ( 珘B，珘C) ∩ 珘X  X =
X。根据定义12 可知，( 珘X，( 珘B，珘C) ∩珘X ) ∈
Φ。

6) 根据性质4 可知，珘X∩ ( 珘B，珘C)   ( 珘B，珘C) 

= ( 珘B，珘C)  且( 珘B，珘C)   珘X ∪ ( 珘B，珘C)  
［珘X∩ ( 珘B，珘C) ］。根据定义 12 可知，( 珘X ∩ ( 珘B，
珘C) ，( 珘B，珘C)  ) ∈ Φ。

Case 2 设( U，A，珓I) 是一个模糊形式背景，

Ω 是充分模糊三支概念的集合。对于一个模糊三

支对( 珘X，( 珘B，珘C) ) ，以下性质成立。
1) ( 珘X，( 珘B，珘C) ∪ 珘X ) ∈ Ω;

2) ( 珘X∪ ( 珘B，珘C) ，( 珘B，珘C)  ) ∈ Ω。
证 明 1) 根据性质 4 可知，珘X = 珘X 

珘X ∪ ( 珘B，珘C) ，［( 珘B，珘C) ∪ 珘X］ = ( 珘B，珘C)  ∩
珘X  珘X。根据定义 12 可知，( 珘X，( 珘B，珘C) ∪
珘X ) ∈ Ω。

2) 根据性质 4 可知，( 珘B，珘C)  = ( 珘B，珘C) 

 珘X∪ ( 珘B，珘C)  且［珘X∪ ( 珘B，珘C) ］ = ( 珘B，珘C) 

∩ 珘X  ( 珘B，珘C) 。根据定义 12 可知，( 珘X∪ ( 珘B，
珘C) ，( 珘B，珘C)  ) ∈ Ω。

Case 3 设( U，A，珓I) 是一个模糊形式背景，

Φ 是必要模糊三支概念的集合，Φ ∩ Ω 是充要模

糊三支概念的集合。对于 ( 珘X，( 珘B，珘C) ) ∈ Φ，以

下性质成立。

1) ( 珘X∪ ( 珘B，珘C) ，( 珘X∪ ( 珘B，珘C)  )  ) ∈
Φ∩ Ω;

2) ( ( ( 珘B，珘C) ∪ 珘X ) ，( 珘B，珘C) ∪ 珘X ) ∈
Φ∩ Ω。

证 明 1) 显然，［珘X∪ ( 珘B，珘C) ］ = ［珘X∪
( 珘B，珘C) ］，接下来证明 珘X ∪ ( 珘B，珘C)  = ［珘X ∪
( 珘B，珘C) ］］。因为( 珘X，( 珘B，珘C) ) ∈ Φ，珘X  ( 珘B，
珘C)  且( 珘B，珘C)  珘X。因此，珘X ∪ ( 珘B，珘C)  = ( 珘B，
珘C)  = ［［珘X ∪ ( 珘B，珘C) ］］。综上，( 珘X ∪ ( 珘B，
珘C) ，( 珘X∪ ( 珘B，珘C)  )  ) ∈ Φ∩ Ω。

2) 证明过程同上。
Case 4 设 ( U，A，珓I) 是一个模糊形式背景，

Ω 是充分模糊三支概念的集合，Φ ∩ Ω 是充要模

糊三支概念的集合。对于 ( 珘X，( 珘B，珘C) ) ∈ Ω，以

下性质成立。
1) ( 珘X∩ ( 珘B，珘C) ，( 珘X∩ ( 珘B，珘C)  )  ) ∈

Φ∩ Ω;

2) ( ( ( 珘B，珘C) ∩ 珘X ) ，( 珘B，珘C) ∩ 珘X ) ∈
Φ∩ Ω。

证 明 1) 显然，［珘X∩ ( 珘B，珘C) ］ = ［珘X∩
( 珘B，珘C) ］，接下来证明 珘X∩ ( 珘B，珘C)  = ［［珘X∩
( 珘B，珘C) ］］。因为( 珘X，( 珘B，珘C) ) ∈ Ω，珘X  ( 珘B，
珘C) 且( 珘B，珘C)   珘X。因此，珘X ∩ ( 珘B，珘C)  = ( 珘B，
珘C)  = ［［珘X ∩ ( 珘B，珘C) ］］。综上，( 珘X ∩ ( 珘B，
珘C) ，( 珘X∩ ( 珘B，珘C)  )  ) ∈ Φ∩ Ω。

2) 证明过程同上。

4 案例分析和数值实验

为了更好地说明上节中提出的三支概念的认

知学习方法，我们在本节中通过一个案例来说明

本文提出的理论。同时，设计对象导出模糊三支

概念的学习算法，并通过 8 个模糊数据集对算法

进行了分析。
4． 1 案例分析

能够反映发展中国家偿债能力的指标因素有

很多，例如，地区生产总值，人类发展指数，收讫货

物等。在本案例中，选择了7个指标对10个发展中

国家的偿债能力进行评估。表 1 所示是一个模糊

形式背景( U，A，珓I) ，其中 U = { Algeria; Bhutan;

Colombia; Dominica; Grenada; Jamaica; Lesotho;

Mexico; Nigeria; Ｒwanda} ，U 中每一个元素被记

为 xi ( i = 1，…，10) 表示一个发展中国家; A =
{ GＲP，UＲ，EGI，HDI，DE，GS，FCＲ} 评 价 指 标 的
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集合。
表 1 一个模糊形式背景

Tab． 1 A fuzzy form background

U GＲP UＲ EGI HDI DE GS FCＲ
x1 Algeria 0. 01 0. 45 0. 03 0. 70 0. 84 0. 83 0. 21
x2 Bhutan 0. 01 0. 36 0. 10 0. 50 0. 74 0. 78 0. 18
x3 Colombia 0. 01 0. 74 0. 04 0. 75 0. 82 0. 60 0. 30
x4 Dominica 0. 02 0. 68 0. 04 0. 69 0. 85 0. 80 0. 22
x5 Grenada 0. 01 0. 39 0. 00 0. 75 0. 69 0. 77 0. 36
x6 Jamaica 0. 01 0. 52 0. 01 0. 72 0. 69 0. 80 0. 37
x7 Lesotho 0. 00 0. 28 0. 04 0. 45 0. 78 0. 78 0. 45
x8 Mexico 0. 01 0. 78 0. 02 0. 77 0. 85 0. 88 0. 25
x9 Nigeria 0. 02 0. 50 0. 07 0. 46 0. 78 0. 80 0. 30
x10 Ｒwanda 0. 03 0. 40 0. 08 0. 44 0. 60 0. 80 0. 23

现在，为了鼓励发展中国家更好地发展，联合

国决定向综合国力领先的发展中国家提供贷款。
首先，必须考虑这些国家的偿还能力。本文提出

的学习方法能很好地解决这一问题。经过初步评

估，本文得到了一个模糊三支对 ( 珘X，( 珘B，珘C) ) ，其

中 珘X 是综合国力领先的发展中国家。因为综合国

力领先是一个模糊的概念，所以珘X 是一个模糊集。
( 珘B，珘C) 是属性集 A的模糊序对。最后，应该选择所

有满足模糊属性珘B 且不满足模糊属性珘C 的发展中

国家。然而，最初得到的 珘X 可能包含不满足属性 珘B
或满足属性 珘C 的对象，因此需要学习模糊三支对

( 珘X，( 珘B，珘C) ) 。在这里，人为设定 珘X，珘B，珘C 为
珘X = { ( x1，0. 14) ，( x3，0. 18) ，( x4，0. 09) ，

( x7，0. 25) ，( x9，0. 20) } ，
珘B = { ( GＲP，0. 01) ， ( UＲ，0. 46) ， ( EGI，

0. 04) ，( DE，0. 70) ，( GS，0. 80) } ，
珘C = { ( GＲP，0. 96) ， ( UＲ，0. 52) ， ( EGI，

0. 92) ，( HDI，0. 42) ，( FCＲ，0. 65) }。
根据第 3 部分的知识，可以从( 珘X，( 珘B，珘C) ) 中

学习到充要模糊三支概念。
首先，计算 珘X 和( 珘B，珘C) ，结果为

X = { { ( UＲ，0. 28) ，( HDI，0. 45) ，( DE，

0. 78) ， ( GS，0. 60) ， ( FCＲ，0. 21) } ， { ( GＲP，

0. 98) ，( UＲ，0. 26) ，( EGI，0. 93) ，( HDI，0. 25) ，

( FCＲ，0. 55) } } ，( 珘B，珘C)  = 。
通过上述结果可以判断(珘X，(珘B，珘C) ) Φ∪ Ω。

因此，我们需要通过第 3 部分中 Case 1 和 Case 2 的

方法从( 珘X，( 珘B，珘C) ) 中学习必要模糊三支概念和

充分模糊三支概念。学习结果如下。
1)

( 珘X∩ ( 珘B，珘C) ，( 珘B，珘C) ∪ 珘X ) =

( ，( { ( GＲP，0. 01) ，( UＲ，0. 46) ，

( EGI，0. 04) ，( HDI，0. 45) ，( DE，0. 78) ，

( GS，0. 80) ，( FCＲ，0. 21) } ，{ ( GＲP，0. 98) ，

( UＲ，0. 52) ，( EGI，0. 93) ，( HDI，0. 42) ，

( FCＲ，0. 65) } ) ) ;

2)

( 珘X∪ ( 珘B，珘C) ，( 珘B，珘C) ∩ 珘X ) =
( { ( x1，0. 14) ，( x3，0. 18) ，( x4，0. 09) ，

( x7，0. 25) ，( x9，0. 20) } ，( { ( UＲ，0. 28) ，

( DE，0. 70) ，( GS，0. 60) } ，{ ( GＲP，0. 96) ，

( UＲ，0. 26) ，( EGI，0. 92) ，( HDI，0. 25) ，

( FCＲ，0. 55) } ) ) ;

3)

( ( 珘B，珘C) ，( 珘B，珘C) ∩ 珘X ) ) =
( ，( { ( UＲ，0. 28) ，( DE，0. 70) ，

( GS，0. 60) } ，{ ( GＲP，0. 96) ，( UＲ，0. 26) ，

( EGI，0. 92) ，( HDI，0. 25) ，( FCＲ，0. 55) } ) ) ;

4)

( 珘X∩ ( 珘B，珘C) ，珘X ) =
( ，( { ( UＲ，0. 28) ，( HDI，0. 45) ，

( DE，0. 78) ，( GS，0. 60) ，( FCＲ，0. 21) } ，

{ ( GＲP，0. 98) ，( UＲ，0. 26) ，( EGI，0. 93) ，

( HDI，0. 25) ，( FCＲ，0. 55) } ) ) ;

5)

( 珘X，( 珘B，珘C) ∩ 珘X ) ) =
( { ( x1，0. 21) ，( x3，0. 25) ，( x4，0. 22) ，

( x7，0. 28) ，( x9，0. 30) } ，( { ( UＲ，0. 28) ，

( DE，0. 70) ，( GS，0. 60) } ，{ ( GＲP，0. 96) ，

( UＲ，0. 26) ，( EGI，0. 92) ，( HDI，0. 25) ，

( FCＲ，0. 55) } ) ) ;
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6)

( 珘X∩ ( 珘B，珘C) ，( 珘B，珘C)  ) = ( ，( A，A) ) ;

7)

( 珘X，( 珘B，珘C) ∪ 珘X ) ) =
( { ( x1，0. 21) ，( x3，0. 25) ，( x4，0. 22) ，

( x7，0. 28) ，( x9，0. 30) } ，( { ( GＲP，0. 01) ，

( UＲ，0. 46) ，( EGI，0. 04) ，( HDI，0. 45) ，

( DE，0. 78) ，( GS，0. 80) ，( FCＲ，0. 21) } ，

{ ( GＲP，0. 98) ，( UＲ，0. 52) ，( EGI，0. 93) ，

( HDI，0. 42) ，( FCＲ，0. 65) } ) ) ;

8)

( 珘X∪ ( 珘B，珘C) ，( 珘B，珘C)  ) =
( { ( x1，0. 14) ，( x3，0. 18) ，( x4，0. 09) ，

( x7，0. 25) ，( x9，0. 20) } ，( A，A) ) 。
然后，通过第 3 节中的 Case 3 和 Case 4，从必

要模糊三支概念或充分模糊三支概念中学习充要

模糊三支概念。通过计算，可以得到以下模糊三支

概念。
1) ( ，( A，A) ) ;

2)

( { ( x1，0. 30) ，( x3，0. 25) ，( x4，0. 31) ，

( x7，0. 28) ，( x9，0. 50) } ，( { ( UＲ，0. 28) ，

( DE，0. 78) ，( GS，0. 60) } ，{ ( GＲP，0. 98) ，

( UＲ，0. 26) ，( EGI，0. 93) ，( HDI，0. 25) ，

( FCＲ，0. 55) } ) ) ;

3)

( { ( x1，0. 21) ，( x3，0. 25) ，( x4，0. 22) ，

( x7，0. 28) ，( x9，0. 30) } ，( { ( UＲ，0. 28) ，

( HDI，0. 45) ，( DE，0. 78) ，( GS，0. 60) ，

( FCＲ，0. 21) } ，{ ( GＲP，0. 98) ，( UＲ，0. 26) ，

( EGI，0. 93) ，( HDI，0. 25) ，( FCＲ，0. 55) } ) )。
需要注意的是，理论上应该得到 16 个模糊三

支概念，但实际上只得到 3 个不同的模糊三支概

念。这是因为不同的必要模糊三支概念或充分模

糊三支概念可以产生相同的充要模糊三支概念。
4． 2 实验评估

为了证明第 3 节所提理论的有效性和可行

性。结合相关理论分析，设计了一个模糊三支概念

的学习算法，如算法 1 所示。算法 1 达到了从普通

模糊三支对中获取模糊三支概念的目的。
在进行实验之前，需要得到实验所需的模糊

数据集和初始模糊三支对。接下来，我们将介绍模

糊数据集和初始模糊三对的获取方法。
初始模糊三支对( 珘X，( 珘B，珘C) ) 的生成: 对于任

意的( U，A，珓I) ，随机选择 | U | * α个对象作为珘X 中

的对象并为 珘X 中每一个对象赋予隶属度，阈值 α
控制 珘X 中的对象占所有对象的比例。类似地，珘B 和
珘C 可以通过随机赋予 A 中属性隶属度的方式获

得。需要注意的是: 珘B 和 珘C 中任意属性的隶属度

μ
a∈珘B

( a) ，μ
b∈珘C

( b) 满足 μ
a∈珘B

( a) + μ
b∈珘C

( b) ≤ 1。

算法 1 FCA 中模糊三支概念的认知学习

输入 ( U，A，珓I) ，任意的模糊三支对( 珘X，( 珘B，
珘C) ) ;

输出 充要模糊三支概念
begin
for ( 珘X，( 珘B，珘C) ) do
if ( 珘X，( 珘B，珘C) ) ∈Φ then

return: ( 珘X ∪ ( 珘B，珘C ) ，( 珘X ∪ ( 珘B，
珘C)  )  ) ; ( ( ( 珘B，珘C ) ∪珘X ) ，

( 珘B，珘C) ∪珘X )

end
if ( 珘X，( 珘B，珘C) ) ∈Ω then

return: ( 珘X ∩ ( 珘B，珘C ) ，( 珘X ∩ ( 珘B，
珘C)  )  ) ; ( ( ( 珘B，珘C ) ∩珘X ) ，

( 珘B，珘C) ∩珘X )

end
if ( 珘X，( 珘B，珘C) ) ∈∩Ω then
return: ( 珘X，( 珘B，珘C) )

end
else
step1: 通过 Case 1 从( 珘X，( 珘B，珘C) ) 中学习

必要模糊三支概念( 珘X1，( 珘B1，珘C1 ) ) ，

通过 Case 2 从( 珘X，( 珘B，珘C) ) 中学习

充分模糊三支概念( 珘X2，( 珘B2，珘C2 ) )

step2: 通过 Case 3 从( 珘X1，( 珘B1，珘C1 ) ) 中学

习充 要 模 糊 三 支 概 念 ( 珘X11，( 珘B11，
珘C11 ) ) ，通 过 Case 4 从 ( 珘X2，( 珘B2，
珘C2 ) ) 中 学 习 充 要 模 糊 三 支 概 念
( 珘X21，( 珘B21，珘C21 ) )

step3: return ( 珘X11，( 珘B11，珘C11 ) ) ，( 珘X21，

( 珘B21，珘C21 ) )

end
end

end
实验数据的来源: 为了获得实验数据，我们从

机器学习数据库 ( https: ∥archive． ics． uci． ed u /
ml / index． php ) 中下载了 4 个数据集，即“Move-
ment-libras”，“Vehicle”，“Winequality-red”和
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“Winequality-white”。并进行相应的模糊处理，即

数据集中每一列的数据除以该列的最大值。此

外，利用 Matlab 生成了 4 个模糊数据集，即“own-
data1”，“owndata2”，“owndata3”和“owndata4”。
有关数据集的更多信息，请参阅表 2。整个实验

是在个人电脑上进行的。实验环境详见表 3。

为了测试算法 1 中模糊三支概念的获取能

力，本文进行了相关的实验。通过设置 α 值得到

初始模糊三对。在本实验中，将每个数据集下的

α 值设为 0. 1，0. 3，0. 5，0. 7 和 0. 9。实验过程中

记录了在每次实验得到的模糊三支概念的数目和

每次实验的运行时间。实验结果见表 4 ～ 5。
表 2 模糊数据集的相关信息

Tab． 2 Information about fuzzy dataset

No． Dataset name Objects Attributes

1 Movement-libras 360 90
2 Vehicle 846 19
3 Winequality-red 1 599 12
4 Winequality-white 4 898 12
5 owndata1 9 000 9
6 owndata2 18 000 11
7 Owndata3 36 000 10
8 Owndata4 72 000 11

表 3 实验环境的相关信息

Tab． 3 Information about experimental environment

名称 型号 参数

CPU Intel( Ｒ) Core( TM) i7-6500U 2. 50GHZ

平台 Matlab Ｒ2014b
操作系统 Windows 10 64bit

内存 DDＲ3L 4GB，1600Mhz
硬盘 WDC WD5000LPCX-24VHAT0 500GB

表 4 模糊三支概念的学习结果

Tab． 4 Learning results of fuzzy three concepts

α 0. 1 0. 3 0. 5 0. 7 0. 9

Movement-libras 2 2 2 2 2
Vehicle 2 2 2 2 2

Winequality-red 2 2 2 2 2
Winequality-white 2 2 2 2 2

owndata1 2 2 2 2 2
Owndata2 2 2 2 2 2
Owndata3 2 2 2 2 2
Owndata4 2 2 2 2 2

表 5 每次实验的运行时间

Tab． 5 Ｒun time on per experiment

α 0. 1 0. 3 0. 5 0. 7 0. 9
Movement-libras 0. 046 9 0. 093 8 0. 125 0 0. 187 5 0. 218 8

Vehicle 0. 015 6 0. 062 5 0. 078 1 0. 078 1 0. 140 6
Winequality-red 0. 046 9 0. 093 8 0. 109 4 0. 125 0 0. 187 5
Winequality-white 0. 078 1 0. 140 6 0. 281 3 0. 406 3 0. 546 9

owndata1 0. 140 6 0. 375 0 0. 578 1 0. 843 8 1. 265 6
Owndata2 0. 203 1 0. 750 0 1. 531 3 2. 593 8 3. 906 3
Owndata3 0. 406 3 1. 968 8 4. 578 1 8. 203 1 13. 015 6
Owndata4 1. 109 4 6. 390 6 16. 578 1 29. 546 9 46. 859 4
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表 4 记录了在每个数据集中一个模糊三支对

通过概念学习获得的模糊三支概念的数量。表 5
记录了每次实验的运行时间。从表 4 ～ 5，可以得

出以下结论。
1) 在每个数据集中，每次实验的运行时间与

初始模糊三支对选择的对象数量和属性数量密切

相关。随着初始模糊三支对中包含的对象和属性

数量的增加，运行时间也随之增加。
2) 从理论上讲，通过概念学习，每个模糊三

支对可以得到 16 个模糊三支概念。但从实验结

果可以看出，不同的不完备模糊三支概念可以得

到相同的充要模糊三支概念。因此事实上，通过

概念学习得到的模糊三支概念的个数小于或等于

16。

5 结 论

三支形式概念分析实现了形式概念分析从双

向决策到三支决策的扩展。但在现实生活中，除

了传统的形式背景之外，还有很多模糊的形式背

景。此时，三支形式概念分析不再适用。因此，本

文提出了模糊形式背景下的模糊三支概念分析模

型。在此基础上，本文提出了基于模糊三支算子

的概念学习方法，实现了任意模糊三支对的概念

学习。为了说明理论的正确性，本文进行了案例

分析和实验分析。实验结果表明，通过文中所提

出的模糊三支概念学习方法可以从普通的模糊三

支对中获得模糊三支概念。
为了在模糊形式背景中实现三支概念的认知

学习，本文提出了模糊三支形式概念分析的概念

认知学习理论。不过，正如前述概念认知学习是

一个新兴的交叉学科研究领域，虽然已取得阶段

性的研究成果，但是还有很多方面的研究需要继

续深入研究。例如，大数据环境下的概念认知增

量学习问题、概念认知学习的不完全认知问题、通
过认知主体自身的一些特点优化概念认知结果等

等。这也正是在当前大数据科学和人工智能时代

下概念认知学习领域需要进一步发展的重要方

向。
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