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带属性偏好的模糊序决策信息系统的分配约简
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摘要:如何有效、快速地处理复杂数据，并提取出隐含其中的、潜在有用的知识成为了数据科学领域亟待破解
的科学问题。为此，在经典模糊序决策信息系统中，结合不同的属性具有不完全相同的重视程度这一现象，通过
条件属性增加权重向量的方法，建立了该复杂系统的分配函数，定义了分配约简，进一步给出了该信息系统分配

约简的辨识矩阵求解方法，最后通过案例说了该方法的有效性。
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0 引言

1982 年波兰数学家 Z． Pawlak［1 － 2］发表经典论文 Ｒough sets，标志着粗糙集理论的诞生。粗糙集已经逐
渐成为人工智能中的一个重要分支［3］。近年来粗糙集理论广泛应用于各个领域，如计算机网络［4］、图像处
理［5］、数据挖掘［6］和医学科学［7］等。由于经典的 Pawlak 粗糙集理论需要严格的等价关系，因此只能挖掘
具有分类属性的信息系统中的知识。为了处理其他属性的信息系统，研究人员将邻域关系、模糊等价关
系、优势关系和相似关系引入到了 Pawlak 粗糙集中，建立了邻域粗糙集［8］、模糊粗糙集［9］、基于优势关系
的粗糙集模型［10］和基于相似关系的粗糙集模型［11］。这些广义粗糙集模型已广泛应用于属性约简［12 － 14］、
规则提取［15］、决策理论［16 － 17］、增量学习［18］等。
属性约简是粗糙集理论中一个重要的研究范畴［3，19 － 20］。属性约简的原则是在不削弱分类器的分类能

力的情况下，删去不重要的属性。通过删去不重要的属性，可以减少数据的计算量，提高运算效率。目前，
很多学者提出了一些新的属性约简算法，例如 Hu等［21 － 22］提出的基于邻域粗糙集模型的属性约简算法和

基于模糊决策系统可分性的快速鲁棒属性约简，Chen 等［23］提出的区间值决策信息系统下的属性约简算
法等。
在实际生活中，许多复杂问题都是基于模糊序关系的，甚至是不协调的。信息系统的序关系不同于等

价关系的划分，其结果往往对对象形成的是覆盖而不是划分。另外，不协调系统是指基于条件属性和决策
属性所做出的样本分类不一致的系统。因此，从这些复杂的信息系统中提取有效的确定性命题，属性约简
是非常有必要的。在属性约简的过程中，人们往往对于部分关键属性有所偏好。为了深入刻画这一概念，
本文在模糊序关系的基础上，提出了属性权重向量的概念，并利用属性权重向量对关键属性值的影响力进

行加强，研究了这一复杂信息的分配约简，所获结果进一步丰富了粗糙集理论。

1 基于模糊序关系的决策信息系统

决策信息系统是由若干个条件属性和若干个决策属性组成的一种特殊的信息系统，其所研究的主要

问题即为条件属性和决策属性之间的关系。下面将给出一些基本概念。
定义 1［19］ 设 I = ( U，AT，DT，F，G) 是一个 5 元决策属性系统; ( U，AT，F) 为 3 元信息系统。其中: 称

AT 为有限条件属性集 AT = { a1，a2，…，an } ，DT 为目标属性集 DT = { d1，d2，…，dm } ，U 是有限对象集 U =
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{ x1，x2，…，x |U | } ，F是 U与 AT 的关系集，F = { fk ; U→Vk | k≤n} ，Vk 是 ak 的有限值域; G 是 U 与 DT 的关系

集，G = { gi ; U→Vi | i≤m} } ; Vi 是 di 的有限值域。

定义 2［24］ 设 I = { U，AT，DT，F，G} 为决策信息系统，如果对任意 f∈F，g∈G，a∈AT，以及∀d∈DT，x∈
U都有

f( x，a) = μa ( x) ，
g( x，d) ∈Ｒ( Ｒ为实数集) ，

其中，μa ∶ U→［0，1］称为 x∈U在条件属性 a下的隶属度。则称满足上述条件的 I为模糊决策信息系统，用
I + = { U，AT∪DT，F，G} 表示。
定义 3 设 WT = { w1，…wn} 为对应的条件属性 a( ∈AT ) 所对应的权重，其中: 对于∀wt∈Wt，有 wt≥

0，并且须满足 w1 + w2 +… + wn = 1。下面给出 A( ⊆AT ) 的得分函数 KA ( x) 的定义为

KA ( x) =∑
J

t = 1
wtμt，

其中: J = |A |表示集合 A中的元素个数，μt = f( x，a) ，a∈A。
当一个条件属性越重要时，它所对应的权重值也就越大; 反之，它所对应的权重值也就越小。
定义 4［19］ 设 I + = { U，AT∪DT，F，G} 是一个模糊决策信息系统，对于∀g∈G，∀a∈AT，∀d∈DT，

∀xi，xj∈U，都有
f( xi，a) ≥f( xj，a) ↔Ka ( xi ) ≥Ka ( xj ) ，

g( xi，d) ≥g( xj，d) ，
则称该系统为模糊序决策信息系统。
在条件属性 a的值域中可能存在递增的偏序关系，也可能存在递减的偏序关系。如果在某一个条件

属性的值域中存在递增或递减的偏序关系，则称此条件属性为模糊决策信息系统的一个准则。全部的准
则构成的集合称之为准则集。
下文中，只讨论由递增偏序关系构成的优势关系。
定义 5 设 I + = { U，AT，DT，F，G} 是一个模糊序决策信息系统，同时存在其条件属性对应的权重向量

WT = { w1，w2，…wn} ，则称 I≤+ = { U，AT∪DT，F，G，WT} 是一个带有属性偏好的模糊序决策信息系统。
下面在带有属性偏好的模糊序决策信息系统中给出的优势关系为

Ｒ≤A = { ( x，y) ∈U × U |KA ( x) ≤KA ( y) } ，
Ｒ≤d = { ( x，y) ∈U × U | g( x，d) ≤g( y，d) } ，

其中: A⊆AT，A≠Ø，d∈DT，d≠Ø。称 Ｒ≤A 和 Ｒ≤d 为带属性偏好的模糊优势关系。由优势关系 Ｒ≤A 和 Ｒ≤d
可以引申出优势类

［x］≤A = { y∈U | ( x，y) ∈Ｒ≤A } = { y∈U |KA ( y) ≥KA ( x) } ，

［x］≤d = { y∈U | ( x，y) ∈Ｒ≤D } = { y∈U | g( x，d) ≤g( y，d) }。

一般用
U
Ｒ≤A

={ ［x］≤A | x∈U} 表示由优势关系引申出的优势类的全体。

性质 1 设 I≤+ = { U，AT，DT，F，G，WT} 是带偏好的模糊序决策信息系统，Ｒ≤A 和 Ｒ≤d 为带属性偏好的模
糊优势关系，则以下性质成立:

( 1) Ｒ≤A 满足自反性和传递性，未必满足对称性，因而一般不再是等价关系;
( 2) 当 A1⊆A2⊆AT 时，有［x］≤AT⊆［x］

≤
A2⊆［x］

≤
A1和 Ｒ≤AT⊆Ｒ≤A2⊆Ｒ≤A1 ;

( 3) 当 xj∈［x］≤A 时，有［xj］
≤
A ⊆［xi］

≤
A 。

定义 6［19］ 设 I≤+ = { U，AT，DT，F，G，WT} 是带偏好的模糊序决策信息系统，若 Ｒ≤AT⊆Ｒ≤d ，则称该系统是
协调的; 反之，则称该系统是不协调的。
例 1 表 1 给出了一个带有属性偏好的模糊决策信息系统。U = { x1，x2，…，x6 } ，AT = { a1，a2，a3 } ，

DT = { d} ，WT = { w1，w2，w3 } ，其中: w1 = 0． 5，w2 = 0． 3，w3 = 0． 2。
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表 1 带有属性偏好的模糊序决策信息系统

U
AT

a1 a2 a3

DT

d
x1 0． 1 0． 2 0． 2 3
x2 0． 3 0． 2 0． 1 2
x3 0． 1 0． 3 0． 1 1
x4 0． 2 0． 1 0． 2 2
x5 0． 2 0． 2 0． 3 3
x6 0． 4 0． 4 0． 2 1

根据带有属性偏好的模糊优势关系的定义可以得到:

［x1］≤AT = { x1，x2，x3，x4，x5，x6 } ，

［x2］≤AT = { x2，x6 } ，

［x3］≤AT = { x2，x3，x4，x5，x6 } ，

［x4］≤AT = { x2，x4，x5，x6 } ，

［x5］≤AT = { x2，x5，x6 } ，

［x6］≤AT = { x6 } ，

［x1］≤d =［x5］≤d = { x1，x5 } ，

［x2］≤d =［x4］≤d = { x1，x5，x2，x4 } ，

［x3］≤d =［x6］≤d = { x1，x2，x3，x4，x5，x6 }。
通过以上结果 Ｒ≤AT和 Ｒ≤d 可知，该带有属性偏好的决策信息系统是不协调的。

2 不协调的带有属性偏好的模糊序信息系统的分配约简

下面给出带有属性偏好模糊序决策信息系统的分配函数的定义。
设 I≤+ = { U，AT，DT，F，G，WT} 是带属性偏好的模糊序决策信息系统，若 Ｒ≤A 和 Ｒ≤d 分别为条件属性集

AT 和决策属性集 DT 生成的 U上的优势关系，对于 A⊆AT，x∈U，D⊆DT，则规定:

U
Ｒ≤A

={ ［xi］
≤
A | xi∈U} ，

U
Ｒ≤D

= { D1，D2，…，Dj} ，

［x］≤A = { xj | ( xi，xj ) ∈Ｒ≤A } ，A ( x) = { Dk |Dk∩［x］≤A ≠Ø，X∈U} ，
其中称 A ( x) 为对象 x在条件属性子集 A和决策属性子集 D下的分配函数，也简称它为分配函数。下面给
出相关定理。
定理 1 设 I≤+ = { U，AT，DT，F，G，WT} 是带偏好的模糊序决策信息系统，A⊆AT，D⊆DT。
( 1) 当 Aμ⊆A时，对论域中的任意对象都有 A ( x) ⊆ Aμ

( x) ;
( 2) 对于论域 U中的任意两个对象 x，y，当［x］≤A ⊆［y］≤A ，有 A ( x) ⊆ A ( y) 。
定义 7 设 I≤+ = { U，AT，DT，F，G，WT} 是带偏好的模糊序决策信息系统，A⊆AT，D⊆DT。若对于∀x∈

U，A⊆AT，有 A ( x) = AT ( x) ，则称属性集 A是关于序关系 Ｒ≤AT的相对分配协调集，简称分配协调集; 若 A的
任意子集都不是相对分配协调集，则称 A是关于序关系 Ｒ≤AT的相对分配约简，简称分配约简。
例 2 根据表 1 给出的带有属性偏好的信息系统计算分配约简，记:

D1 =［x1］≤d =［x2］≤d ，
D2 =［x2］≤d =［x4］≤d ，
D3 =［x3］≤d =［x6］≤d ，
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则有:

AT ( x1 ) = AT ( x5 ) = AT ( x3 ) = AT ( x4 ) = { D1，D2，D3 } ，AT ( x2 ) = { D2，D3 } ，AT ( x6 ) = { D3 }。
当取 A = { a1 } 时，对于∀x∈U，有 A ( x) = AT ( x) 。所以 A = { a1，a2 } 是关于 d 的一个分配协调集。在

A = { a2，a1 } 的基础上，取 A的子集 B = { a1 } ，在此情况下满足条件 A ( x) = AT ( x) ( ∀x∈U) ，所以{ a1 } 是

关于 d的一个分配约简。另外在 A = { a3 } ，{ a2，a3 } ，{ a2 } 的情况下均不满足条件，所以此系统只有一个分

配约简{ a1 }。
定理 2 设 I≤+ = { U，AT，DT，F，G，WT} 是带偏好的模糊序决策信息系统，A⊆AT，D⊆DT。对于∀x，y∈

U，若 AT ( x) ∩ AT ( y) ≠ AT ( y) ，那么［x］
≤
A ∩［y］≤A ≠［y］≤A ，即 A是分配协调集的充要条件为

［y］≤A ⊆［x］≤A ( ∀x，y∈U) → AT ( y) ⊆ AT ( x) 。
证明 必要性: 反证法。
先假设当 AT ( x) ∩ AT ( y) ≠ AT ( y) ，［x］

≤
A ∩［y］≤A ≠［y］≤A 不成立。此时有［x］≤A ∩［y］≤A =［y］≤A ，即

［x］≤A ⊃［y］≤A ，由定理 1( 2) 可以知道 A ( y) ⊆ A ( x) 。由 A是分配协调集可以知道 AT ( y) ⊆ AT ( x) 。这与

AT ( x) ∩ AT ( y) ≠ AT ( y) 矛盾。即必要性成立。
充分性: 由定理 1 ( 1 ) 可知 AT ( x) ⊆ A ( x) ，只证明 A ( x) ⊆ AT ( x) 即可。对于任意的 x，y∈U，若

AT ( x) ∩ AT ( y) ≠ AT ( y) ，那么［x］
≤
A ∩［y］≤A ≠［y］≤A 。所以对于任意的 x，y∈U，如果［x］≤A ∩［y］≤A =

［y］≤A ，则 AT ( x) ∩ AT ( y) = AT ( y) ，即［y］
≤
A ⊆［x］≤A 成立，那么可以推出 AT ( y) ⊆ AT ( x) 。对于∀Dk∈

A ( x) ，有 Dk∩［x］≤A ≠Ø。假设 y∈Dk∩［x］≤A ，则 y∈［x］≤A 。所以［y］≤A ⊆［x］≤A ，进而得到 Dk∩［y］≤A ≠
Ø。因此 Dk∈ AT ( y) ，也有 Dk∈ AT ( x) 。于是有: A ( x) ⊆ AT ( x) 。

3 不协调的带有属性偏好的模糊序信息系统的分配可辨识矩阵

设 I≤+ = { U，AT，DT，F，G，WT} 是带偏好的模糊序决策信息系统，记:

D≤AT ( x，y) = { ( x，y) | AT ( x) ⊆ AT ( y) } ，

Dis≤AT ( x，y) =
{ a∈AT | f( x，a) ＞ f( y，a) } ，( x，y) ∈D≤AT ( x，y) ，

Ø， ( x，y) ∉D≤AT ( x，y
{ ) ，

称 D≤AT ( x，y) 是 x，y关于模糊序关系 Ｒ≤AT的相对可辨识属性集，也简称它为分配可辨识属性集。称( Dis≤AT

( x，y) ) |U | × |U |为 I≤AT关于模糊序关系 Ｒ≤AT的相对可辨识矩阵，简称它为分配可辨识矩阵。

定理 3 设 I≤+ = { U，AT，DT，F，G，WT} 是带偏好的模糊序决策信息系统，A⊆AT，D⊆DT，则 A是分配协
调集的充要条件: 对于∀( x，y) ∈D≤AT ( x，y) 都有 A∩Dis≤AT ( x，y) ≠Ø。
证明 必要性:

若对于∀( x，y) ∈D≤AT ( x，y) ，有 AT ( x) ⊆ AT ( y) ，则有 AT ( x) ∩ AT ( y) = AT ( y) 。因为 A是分配协调
集，由定理 2 得［x］≤A ∩［y］≤A ≠［y］≤A 。所以［x］≤A，［y］≤A 之间的包含关系有 3 种情况
( 1) ［x］≤A ⊂［y］≤A ;
( 2) ［x］≤A ∩［y］≤A ≠Ø;
( 3) ［x］≤A ∩［y］≤A ⊂［x］≤A 且［x］≤A ∩［y］≤A ⊂［y］≤A 。

接下来证明在这 3 种情况下都有 A∩Dis≤ ( x，y) ≠Ø成立。
( 1) 若［x］≤A ⊂［y］≤A ，那么就至少存在一个 z，使得 z∈［y］≤A 且 z∉［x］≤A 。由 z∉［x］≤A 可知，至少存在一

个 a∈A，使得 f ( y，a) ≤ f ( z，a) 。于是可以得到 f ( x，a) ≤ f ( y，a) 。因此有 a∈Dis≤AT ( x，y) ，即证明了
A∩Dis ≤AT( x，y) ≠Ø。
( 2) 若［x］≤A ∩［y］≤A ≠Ø，那么至少存在一个 a∈A使得 f( x，a) ＞ f( y，a) ，即证 A∩Dis≤AT ( x，y) ≠Ø。
( 3) 若［x］≤A ∩［y］≤A ⊂［x］≤A 且［x］≤A ∩［y］≤A ⊂［y］≤A 成立，则该条件下的对应结论的证明与( 1) 相似，

这里不做过多赘述。
充分性:
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如果对所有的( x，y) ∈D≤AT ( x，y) 都有 A∩Dis≤AT ( x，y) ≠Ø，那么就一定存在一个 a∈A 并且 a∈
Dis≤AT ( x，y) ，所以有 f( x，a) ＞ f( y，a) 。可以得到 y∉［x］≤A ，那么就有［x］≤A ∩［y］≤A ≠［y］≤A 。因为［x］≤A ∩
［y］≤A ≠［y］≤A ，可知 AT ( x) ⊆ AT ( y) ，那么就有 AT ( x) ∩ ≤AT ( y) ≠ AT ( y) 。继而可知［x］

≤
A ∩［y］≤A ≠

［y］≤A ，由定理 2 可以知道是分配协调集。

定义 8 设 I≤+ = { U，AT，DT，F，G，WT } 是带偏好的模糊序决策信息系统，则分配辨识矩阵为 D =

( DisAT ( x，y) ) 。记 M≤AT =∧{∨{ a | a∈D} |∀x，y∈U} ，称 M≤AT关于模糊序关系 Ｒ≤AT的分配可辨识公式。
由上面定理 3 和定义 8 有下面结论。
定理 4 设 I≤+ = { U，AT，DT，F，G，WT} 是带偏好的模糊序决策信息系统，则分配辨识公式 M≤AT的极小析

取范式为M≤AT =∨
n
k =1{∨

ck
s =1as} ，其中: B

k = { as | s =1，2，…，ck} ，记所有分配约简的集合为{ B
k | k =1，2，…，n}。

例 3 对于表 1 给出的带有偏好的模糊决策信息系统，接下来计算其分配辨识矩阵( 见表 2) 。

表 2 不协调带有属性偏好的模糊序决策信息系统分配辨识矩阵

Dis≤AT
x1 x2 x3 x4 x5 x6

x1 Ø Ø Ø Ø Ø Ø

x2 a1 Ø a1 a1 a1 a1

x3 Ø Ø Ø Ø Ø Ø

x4 Ø Ø Ø Ø Ø Ø

x5 Ø Ø Ø Ø Ø Ø

x6 a1，a2 a1，a2 a1，a2，a3 a1，a2 a1，a2 Ø

由定理 4 可得
M≤AT = a1∧( a1∨a2 ) ∧( a1∨a2∨a3 ) = a1。

由以上公式可知该系统的分配约简与例 2 中的结果是一致的。

4 结论

现实生活中，决策者对系统的每个属性可能具有不同重视程度。为此，本文在模糊序决策信息系统中
结合权重向量的概念，对每个属性赋予合适的权值，建立了一种新的权重函数。进一步，提出模糊序决策
信息系统的分配约简，并给出其判定定理和求解方法。最后，通过实例验证了该方法的有效性。然而在具
体的应用中，主要的分配约简方法还是依靠专家系统的数据和决策者自身经验给出属性的重要程度。如
何科学的给出属性的权重向量将是下一步研究的主要课题。
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Assignment Ｒeduction of Fuzzy Order Decision
Information System with Attribute Preference

XU Weihua，LI Zefeng，HUANG Xudong
( College of Artificial Intelligent，Southwest University，Chongqing 400715，China)

Abstract: How to effectively and quickly deal with complex data and extract the implicit and potentially use-
ful knowledge has become an urgent scientific problem in the field of data science． To this end，in the classical
fuzzy order decision information system and on the basis of the fact that different attributes have different atten-
tion，an assignment function was established and the assignment reduction was defined by adding the weight vector
to the conditional attributes． Furthermore，the solution method of identification matrix for assignment reduction was
proposed for the information system． Finally，the effectiveness of the current method was illustrated by a case．

Keywords: rough set; weight vector; distribution function; attribute reduction
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